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RESUMO

No ambito do trabalho que se apresenta foram realizados ensaios sobre modelos de pilares
de betdo armado em escala reduzida, submetidos a carregamentos monotonicamente
crescentes até ser atingida a sua rotura, tendo-se medido a correspondente deformacdo, o
que permitiu quantificar a rigidez dos pilares para cada incremento de carga. Apresentam-se
alguns métodos e expressoes propostos por vdrios autores, em estudos recentes e também na
regulamentagdo actual, para a quantificagdo do valor da rigidez em pilares de betdo armado
e faz-se a comparagdo dos valores resultantes da utilizacdo das expressoes referidas, com 0s
resultados experimentais obtidos nos modelos fisicos de pilares.

1. INTRODUCAO reduzida. Os resultados experimentais sdo
analisados com o método das diferencas
finitas e posteriormente comparados com
expressdes regulamentares € expressoes
retiradas da bibliografia.

A anélise de pilares esbeltos de betdo
armado deve ter em conta os efeitos de 2*
_ordem resultantes da sua deformagdo. A
precisio obtida é influenciada pela
quantificagio mais ou menos precisa da
rigidez de flexdo efectiva do pilar. Esse

valor depende em grande medida da 2. PROGRAMA EXPERIMENTAL

fendilhagdo, fluéncia e do comportamento O programa experimental consiste na
ndo linear dos materiais. realizagio de ensaios sobre modelos de

Para a avaliar a variagdo da rigidez pilares  isolados, articulados ~ nas
dos pilares utiliza-se o método extremidades e solicitados por uma carga

experimental, sobre modelos a escala

deslocamentos transversais ao longo do
comprimento dos pilares. Resume-se na
Tabela 1 a informagcdo relativa a cada um
dos provetes ensaiados.

axial -progressivamente crescente,
aplicada com uma excentricidade inicial
relativamente ao eixo do provete,
[Valente,00]. Ao longo de todo do
process de carregamento, sao medidos os
valores . das forcas aplicadas e dos
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Tabela 1 - Caracteristicas dos pilares

= ASW
Pilares b(m) Lm) |, [A(m)]| (cm¥
h(m) (cm) o

P1 0.055 | 0.718 | 1.00 | 0.3848 | 1.413

P2 ]0.055]0.712 | 1.50 | 0.3848 | 1.413

P3 | 0.052|0.860 | 1.50 | 0.4241 | 1.413

P4 | 0.052 | 0.858 | 1.00 | 0.4241 | 1.413

b dimensdo da secgdo transversal na
direcgdo paralela ao eixo de flexdo

h dimensdo da secgdo transversal na
direc¢do perpendicular ao eixo de
flexdo

L comprimento total do pilar

eo excentricidade de aplicagdo da carga

A armadura longitudinal
Agw armadura transversal

3. . METODOS PARA A DETERMI-
NACAO DA RIGIDEZ

3.1 Método das Diferencas Finitas

O Meétodo das Diferencas Finitas é
uma técnica numérica para obter solugdes
aproximadas de equagbes diferenciais. A
equagdo diferencial regente do fendmeno é
substituida por um sistema de equacdes
algébricas, de resolugdo mais simples. No
caso geral, uma equacgdo diferencial
descreve o comportamento de sistemas
continuos, enquanto equagdes algébricas
descrevem o comportamento de sistemas
discretos. :

Aplicado a equacdo diferencial, este
método baseia-se no principio de que a
derivada de uma fun¢fio num dado ponto
pode ser aproximada por uma expressdo
algébrica que engloba os valores da fungio
nesse ponto € em outros da sua vizinhanga.

As expressoes deste método podem
ser utilizadas no célculo da variagio da
rigidez dos pilares isolados ao longo do
carregamento, ja que sdo conhecidas por
medi¢do experimental as deformacdes
transversais em varios pontos ao longo da

altura dos provetes. Estas correspondem a
medidas  descontinuas num  universo
continuo de medig¢des possiveis.

Os pilares a ensaiar s3o divididos em
trogos de comprimento semelhante de modo
a obter os valores dos deslocamentos
horizontais em 7 pontos ao longo da sua
altura (Figura 1). Os pontos extremos. s3o
considerados como tendo deslocamento
nulo. Dispor-se-4 dos deslocamentos de um
total de 9 pontos, dois dos quais
correspondem aos apoios.

EI="°°" ~ 1

ET = varidvel vd 3

EI’ = |l°°" e —_l B

Fig 1 — Pontos de.medida ao longo do pilar

Uma vez que o pilar estd dividido em
trocos de comprimentos ligeiramente
diferentes, é mnecessdrio desenvolver as
expressdes  correspondentes para  as
derivadas da fungdo, [Chajes,91]. As
equagdes (1) a (3) e a Figura 2 traduzem
esta situagao.
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Fig 2 — Relagdes de derivagio



A primeira diferenga central para uma
funcdo f{x) no ponto x =i & traduzida por

(D,

_fli+ah)-fG-h

Afi h(o+1) )

em que f(i+ah) e f(i—h) sdo os
valores da fungdo f{x) mnos pontos
x=i+oh e x=i—h, respectivamente.

A segunda diferenga central é obtida
pela diferenga entre as primeiras resultando
nas expressdes (2) e (3).

FATS A
N f,=a8f)=4 —(#l @
~h(o+1)
2
A2ﬂ=2[/;'+ah—f‘i(1+a)+a.fi—h] (3)

ha (o +1)

A equagdo diferencial e condigbes
fronteira impostas sdo traduzidas pelas
equagdes (4) - (w—deformagdo - lateral
medida).

{EIW"+PW = Pe, @

w(A4)=w(B)=0

Para a rigidez EI dos trogos extremos,
adoptam-se os valores definidos por (5).

ElI,=EI, =EI, =El, = )

A rigidez EI nos pontos intermédios 2
a 6 ¢ a partida desconhecida. O objectivo €
avaliar a evolugio desta rigidez ao longo do
pilar, para sucessivos incrementos de carga.

Sendo £, (3), 2 fung¢do que traduz a
deformacdo w, é possivel, por substituigéo
de (3) em (4), obter a expressao (6),

2 Pr? _
a—(aTl)[/;m' —f"(l'*'a)'*'af;_,,]-*-EI—f, &

P (©6)

h distancia entre o ponto (i-1) € o ponto i

o razdo entre as distincias entre (i-1) € i,
e(+l)el

A expressio (6) ¢ aplicada a cada
ponto onde sdo realizadas as medig3es.
Mediante a quantificagdo do pardmetro a,
que resulta dos espagamentos definidos, €
possivel quantificar do valor da rigidez EI
para cada incremento de carga axial. '

3.2 Arrigidez de pilares segundo o ACI

A equagdo para a determinagdo da
rigidez efectiva de pilares de betdo armado
sujeitos a carregamentos de curta duragéo €
especificada no Building Code do
American Concrete Institute, [ACL95], por
(N,

EI=02EI,+E]I, ©)
em que,
E. modulo de elasticidade do betdo;
E; modulo de elasticidade do ago;
I, momento de inércia da secgdo de betéo;

.é\t

momento de inércia da secg@o de ago,
em relag8o ao centro de gravidade da
seccdo de betdo.

Segundo alguns autores, [Mirza,90],
os resultados da utilizagfo da expressdo (7)
demonstram que o factor constante de 0.2
conduz a valores de EI pouco rigorosos, ja
que ndo sdo tidos em conta os diferentes
pardmetros que influem nesta grandeza.
Assim, apresentam a expressdo (8), que €
uma versdo modificada da expressdo -(7),
em que o coeficiente 0.2 é substituido por
um factor de redugéo da rigidez, o.

El=aE]Il,+E]I, 8)

O valor de « pode ser determinado a
partir da expressdo (9), que resulta de (8).

a=(EI-E,,)E]I, ©)




Para quantificar a grandeza EI
presente na equagdo (9), recorre-se a
relacdo entre 0 momento flector resistente
do pilar e o momento flector resistente da
sec¢do, para  pilares  bi-articulados
[Timoshenko,61], dada por (10),

T fP
Mcs = Mcal SQC{E %c J (10)

em que,

M momento resistente da secgdo

transversal
M.,  momento resistente do pilar de betdo
armado '
P, carga axial actuante no pilar
P, carga critica de Euler

A resolucdo da equagdo (10) em
ordem a P, conduz a expressdo (11),

n’P

u

P =_
’ 4[Sec—](Mcs/Mcol)]2

(1n

O valor tedrico de EI, (12), é obtido

por substituicdo do valor de P., dado por
2

(11), na equagdo P, = %EI .

PP

Ely =
dlsec (M, M,,)f

tedrico

(12)

A partir da representacdo grafica de
Elcsric/’Elucr, [Mirza,90], chega-se a
conclusdo que os valores médios desta
relagdo tendem para a unidade, mas os
coeficientes de variagdo associados a estas
equacgdes sdo muito elevados. Isto significa
que, para grande parte dos casos analisados,
o valor de Elc corresponde a Elesrico,
embora em outros casos, se encontrem
desvios importantes.

3.3 Método proposto por Mirza

Baseado em resultados de cerca de
9500 pilares, com diferentes combinagdes
de varidveis especificas, [Mirza,90]
realizou uma andlise de regressdo linear
multipla sobre valores simulados de EI. A

partir dessa andlise propde a modificagio
da expressdo (8), por substitui¢do do valor
de @, de acordo com (13) e (14),

l e
EI=110.27+0.003——-03—-|EI +EI_|2E_I
[( h hJEc g s se] 5T se (13)

/
El= [[03 -0.3 —};JEclg + Eslse] 2 ES'I-"E (14)

sendo
/ comprimento do pilar e
h dimenséo da secgo transversal

segundo o eixo de flexdo do pilar.

Segundo este autor, a expressdo (13)
conduz a valores superiores de EI quando
/h<10, verificando-se o contririo quando
I/h>10. Deste modo, a expressio (13) ¢é

~adequada quando. /h>10 e o mesmo
-~ acontece com a expressdo (14) quando
I/h<10. O limite inferior, E [T

s se?
considerado em ambas as equagdes, tem
como objectivo limitar o dimensionamento
quando estdo em consideragdo grandes
excentricidades (e/h>1.0). -

3.4 Método de Jian-Min Zeng, Lian
Duan, Fu-Ming Wang e Wai-Fah
Chen

O método apresentado pelos autores,
[Duan,89] e [Zeng92], propde numa
abordagem diferente para estimar a rigidez
a flexdo de pilares de betdo armado para
accoes de curta duragdo.

O valor da rigidez, B, ndo depende
directamente do momento de inércia ou do
moédulo de elasticidade, tal como
determinados pela mecénica convencional,
mas das relagbes momento-curvatura

" estabelecidas para sec¢Ges de betdo armado.
Na Figura 3 representa-se uma relagio
‘momento-curvatura para este tipo de
seccoes.
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B, = (16)

De acordo com o ACI Building Code,
o valor de M, ¢ dado por (17), para sec¢des

»

I 1]
-
e

o : sujeitas a flexdo, tal como se representa na
\ 1

N ': : Figura 4,
Bgy ! H
i | 5 EY ..
| ; M, =0.85f, bE d2[1—5)+ o4 (d-d) a7
oy ¢
com
Fig 3 — Relagdes Momento-Curvatura A resisténcia a compressio do betdo
simples e
A rigidez de um elemento em flex&o, o tensiio na armadura de compressio

quando ocorre a cedéncia da armadura, é
dada segundo a teoria linear eldstica, pela
expressdo (15),

determinada por compatibilidade e
menor do que a tensdo de cedéncia da

armadura.
B = M, (15) e os valores de £ e de ¢, definidos por (18)
AR ¢, e (19).
A —0C. A,
sendo gzﬁlxzfy° oA g,
B,  rigidez a flexdo para a cedéncia da d 0.85f,.bd (18)
“armadura de tracgdo;
rmadura de trac¢do ~ 0.003B,
M, momenfo flector da secgdo para a & = 0.003+¢,
cedéncia da armadura de tracgdo e
oy curvatura da secgio para a cedéncia da A relagdo entre a curvatura ¢, e a
armadura de tracg@o. altura relativa da zona comprimida da
) L il o seccdo, &, &, neste caso, definida por (19).
Como o valor de M, ¢ dificil de
determinar, utiliza-se normalmente em sua .13 £
substituicio o momento tltimo, M,, (16), ¢,d = ©.7+ 2.8£)*10 +E— (19)
em carregamentos de curta duragéo, :
P 0.85f,
b 1‘ 1 1
y > £ 0.003 e e
d ; A » ()‘,A's -
W . € € :: €d=B1x
d AS' h Mu,—b ::
. AN il b g il Rk — o
As Pus~
oSt -m L & é \ —
A f, A

Fig 4 — Equilibrio de uma secgdo de betdo armado
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Atendendo a que o desenvolvimento
de fendilhagdo reduz a rigidez a flexdo da
seccdo, € sendo esta reducdo tanto maior
quanto menor for a 4rea de armadura
existente na secgdo, estes autores propdem
uma correc¢do a4  expressdo  (16),
introduzindo o factor o ja referido. Neste
caso, o factor ¢ é determinado de acordo
com a expressdo (20), que faz intervir os
diferentes valores do momento flector, M,
actuante no elemento em considerag@o.

M
o=0.75+0.5—
M (20)

u

A rigidez a flexdo, B, de uma secgdo
rectangular € entdo dada por (24).

*

< B M,
By=—tf=—t @
o af,

No caso de secc¢des rectangulares
sujeitas a flexdo composta, a expressdo (20)
toma a forma (22).

Bé=M,+Bf-e)=

=0.85f,b¢ dz(l —%)+ o4 (d-d) (22)

O segundo termo das equagdes (17) e
(22) ¢ idéntico, pelo que substituindo M, na
equacdo (22), se obtém (23).

B, =(Pe)/(09,)

B, =[M; +p(e ~e)/ (e9,) 3

Verifica-se em (23) que a rigidez a
flexdo € significativamente influenciada
pela presenga de carregamento axial. Uma
sec¢do sujeita a uma maior carga axial pode
ter maior rigidez que outra sujeita a um
esforco axial menor, consideradas
constantes as dimensOes, materiais e
momento flector. Este aspecto reflecte-se
no termo P, (e’-e) da equagdo (23), em que
P,e M, actuam conjuntamente.

A expressdo (24) € proposta para a
quantificac@o da rigidez de pilares de betdo
armado rectangulares excentricamente
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solicitados em carregamentos de curta
duragdo, traduzindo a diminui¢éo da rigidez
a flexdo com o aumento da excentricidade
de aplicag@o da carga. O factor de redugio
da rigidez, o, para pilares excentricamente
carregados, € definido por (25).

£l = (Re)/(9,) (24)
2
0=075+125—+ 0.27‘2 (25)

u

4. QUANTIFICACAO DA RIGIDEZ
EFECTIVA DOS PILARES

4.1 Quantificacio da rigidez através do
estudo experimental

A evolugdo da rigidez ao longo do
processo de carregamento é um pardmetro
essencial na caracterizagao do
comportamento estrutural de pilares. Com
as deformac¢des medidas nos ensaios e
aplicando o método das diferengas finitas
aos valores. da deformagdo, & possivel
quantificar esta evolugo, para os pilares
ensaiados. Os diagramas da Figura 5
apresentam os resultados do calculo.

Verifica-se que nos pilares com a
mesma esbelteza, a perda de rigidez é mais
precoce quando a excentricidade inicial é
superior. Nos pilares menos esbeltos, P1 e
P2 (ver Tabela 1), a perda de rigidez, nos
primeiros carregamentos, deu-se de forma
muito  suave,  acentuando-se  para
carregamentos mais elevados. No caso de
P1, a perda de rigidez ¢ reduzida até um
carregamento de aproximadamente 25 kN,
e acentua-se de seguida, até a rotura do
pilar. A perda de rigidez de P2 é quase
constante até uma carga de cerca de 20 kN,
a partir da qual se torna mais acentuada.

No caso dos pilares mais esbeltos, P3

e P4, a diminui¢do do valor da rigidez -

manifesta-se desde 0s primeiros
incrementos de carga e é quase proporcional

T e e e e e e
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El (kNm2)

——Pilar P1

-o—Pilar P2

——Pilar P3

-¢ Pilar P4

0 . 5 10 15 20

P (kN)

30 35 40 45

Fig 5 — Variagdo da rigidez na sec¢fo de maior deformagiio transversal, ao longo do carregamento, nos pilares isolados P1 a P4

ao aumento da solicitagdo durante todo o
carregamento. A inclinagio das respectivos
diagramas EI-P ¢ quase constante, 0 que
permite deduzir que a diferenca de valores
da excentricidade inicial se traduz numa
translagdo do diagrama EI-P.

A observagio dos diagramas da Figura 5
nfo permite identificar um incremento de
carga localizado ao qual correspondesse o
inicio da fendilhagdo dos pilares.
Efectivamente, os diagramas de evolug&o
do valor da rigidez EI ndo apresentam
pontos de descontinuidade.

Tal como foi observado
experimentalmente, no caso dos pilares
menos esbeltos, a fendilhago sé foi visivel
em incrementos de carga ja préximos da
carga de rotura e no caso dos pilares mais
esbeltos, a fendilhagio foi-se generalizando
por secgBes proximas daquela onde se viria

Um dos métodos  propostos,
[Duan,89] e [Zeng92], permite  a
quantificagio da rigidez ao longo do
carregamento, mas torna-se de dificil
aplicagio porque necessita conhecer a
curvatura da sec¢io em cada estddio de
carga.

Por este motivo, o valor da rigidez €
determinado através deste método apenas
para o valor de carga de rotura dos pilares.
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a verificar a rotura, sem no entanto ser
possivel determinar com exactiddo qual o
incremento de carga em que O processo se
iniciou.

4.2 Comparacio dos valores de rigidez
obtidos pelos diferentes métodos

Faz-se de seguida a comparagdo do
valor da rigidez determinado mediante o
uso de expressdes propostas pela
regulamentagdo e bibliografia existentes,
com os valores resultantes da
experimentagao.

A maioria dos métodos propde
expressdes mais ou menos empiricas de
célculo de um valor médio da rigidez dos
pilares, a ser considerado como constante
qualquer que seja a carga axial actuante.

O método proposto por [Mirza,90],
tem como base uma analise de regressao
linear sobre os vérios parametros que
influem na variagio da rigidez, permitindo
ter em conta a excentricidade de actuagdo
da carga e a esbelteza do elemento, para
além das caracteristicas dos materiais que
constituem a pega.

Os valores obtidos pelos diferentes
métodos sdo apresentados na Tabela 2, bem
como o valor da rigidez eléstica.

T
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Tabela 2 — Valores da rigidez para os pilares P1 a P4 A Figura 6 representa, para os quatro

Elper,. pilares ensaiados, a evolugdo da rigidez
i Edlg Elact | Elyicg ¢ obtida experimentalmente e os valores
Pilar KN 2 kN 2 KN 2 rotura ] p :
(Nm') | (kNmr') | (1Nm’) (kNm?) determinados pelos métodos analiticos (ver
PL | 2043 | 797 | 951 | 1158 Tabela 2).

P2 20.43 7.97 8.95 11.65
P3 12.46 6.23 6.91 4.92
P4 12.46 6.23 7.27 4.88

E. médulo de elasticidade do betdo 'l
I inércia da secgdo de betio em relagdo ao
seu centro de gravidade

—o— El (Experimental)

- - = Eclg (linear elastico)

X e El(ACI)

El (kNm2)
5

[ e N O = | = - El (Mirza)

8

6

4 - -x-- El (Zeng-rotura)
2

0

P (kN)

a) Pilar P1

—=—EI (Experimental)
- - = Eclg (linear elastico)

~ « EI (ACI)

El (kNm2)

e ~E| (Mirza)

—%—El (Zeng-rotura)

—

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

——El (Experimental)
= = - Eclg (linear elastico)

~ - -El (ACI)

~ El(kNm2)

= = E| (Mirza)

- El (Zeng-rotura)

25 30

P (kN)

b) Pilar P3
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El (kNm2)

—e— EI (Experimental)

- - = Eclg (finear elastico)

~ - EI{ACI)

- —El (Mirza)

~¥-El (Zeng-rotura)

20

25 30

Pilar P4

Fig 6 — Valores da rigidez EI nos pilares P1 e P2 para os diferentes métodos

A " andlise da Figura 6 permite
concluir que:

. os valores resultantes das expressdes
do Cddigo americano  ACI
correspondem aos menores valores
para os pilares menos esbeltos, P1 e
P2. Nos pilares mais esbeltos, P3 e
P4, o método proposto por Zeng é o
que conduziu aos valores mais
reduzidos da rigidez;

. os valores obtidos por aplica¢do das
expressoes do ACI sdo, nos casos
analisados, sempre inferiores aos
resultantes da  aplicagdo  das
expressdes de Mirza. Subjacente aos
dois métodos estd uma expressdo
idéntica, em que se aplica um factor
de redugdo ao valor da rigidez da
secgdo de betdo. No caso do método
ACI, o factor de redugdo € constante,
como j4 referido. O método proposto
por Mirza propde uma expressdo de
aplicac@o directa, em que o factor de
reducdo permite ter em conta a
excentricidade de aplicagdo da carga,
o comprimento do pilar e a altura da
secgdo transversal, conduzindo a
resultados mais  proximos dos
observados.

Uma vez que tanto o ACI como
Mirza  apresentam
quantificam a rigidez como constante
qualquer que seja o carregamento, julgou-se
conveniente avaliar a carga axial para a

expressdes  que
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qual os valores de rigidez, propostos por
estes métodos, igualam os determinados a
partir dos resultados experimentais.

Os . resultados dessa avaliagio sfo
apresentados na Tabela 3, expressos em
percentagem do valor da carga de rotura
determinada experimentalmente.

Tabela 3 — Relag?o entre valores da rigidez propostos
para pilares isolados

Pilar Elgxp = Elact | Elexp= ElMirza
= % Pu,Exp = % Pu,Exp
P1 96.4 91.1
P2 87.7 78.1
P3 . 71.1 60.5
P4 71.3 59.7

Nado €& possivel estabelecer uma
concordancia entre ~ os valores
determinados, constatando-se apenas que os
valores de rigidez dos pilares menos
esbeltos, P1 e P2, aconselhados pelos
métodos referidos, igualam o valor da
rigidez experimental para valores do
carregamento axial elevados (>0.78P,). Nos
casos dos pilares mais esbeltos, P3 e P4, os
valores da rigidez apresentados igualam a
rigidez experimental para uma carga axial
que varia entre 60% e 71% das respectivas
cargas ultimas.

T T e T o5
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5. CONSIDERACOES FINAIS

Verificou-se com este trabalho, a
importdncia do método experimental na
avaliacdo do comportamento estrutural de
pilares. '

Os resultados obtidos permitiram
avaliar a adequabilidade e a facilidade de
utilizagdo de algumas expressdes propostas
pela regulamentagio e por autores da
bibliografia na quantifica¢do da rigidez de
pilares de betdo armado. Verificou-se que
os métodos propostos pelo ACI-Building
Code e por Mirza sd3o os mais simples de
utilizar. Este ultimo conduz a resultados
mais adequados do ponto de vista dos
niveis de carga axial que usualmente sio
utilizados em projecto e recomendados pela
regulamentacio.
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