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RESUMO

Analisa-se por elementos finitos de casca espessa o comportamento elasto-pldstico de
estruturas laminadas (sandwich ou compdsitas), tendo em conta trés abordagens cinemdticas
e uma teoria de fluxo associativa. Nas abordagens cinemdticas, consideram-se as teorias de
I, 3% ordens e layerwise. Considera-se ainda o comportamento de estruturas sandwich onde
o niicleo é elasto-pldstico, como € o caso de espumas poliméricas.

1- INTRODUCAO

Os corpos sdlidos podem ser
considerados elédsticos apenas em zonas
limitadas da sua resposta estrutural. A
partir de determinados limites,
desenvolvem-se deformagdes permanentes,
independentes do tempo. Este tipo de
comportamento enquadra-se na chamada
teoria matemadtica da plasticidade.

Muitos componentes estruturais sao
supostos permanecer elasticos durante a
sua vida qtil. A previsio do seu
comportamento préximo da rotura pode,
no entanto, resultar num projecto mais
seguro e potencialmente mais econémico.
Para além disto, muitos processos de
fabrico actuais fazem uso da fase pléstica
ou inelastica dos materiais, como por
exemplo a estampagem de chapa metélica
ou de compositos termoplésticos.

Os compésitos reforcados com fibras
exibem comportamento ndo linear,
especialmente os de matriz metdlica e os
de matriz termopléstica.
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Analisa-se por elementos finitos de

casca [Zienkewicz (1991)] 0
comportamento elasto-pléstico de
estruturas laminadas  (sandwich ou
compdésitas), tendo em conta trés

abordagens cinemdticas e uma teoria de
fluxo  associativa. Nas  abordagens
cinemaéticas, consideram-se as teorias de
1?, 3* ordens e layerwise. Considera-se
ainda o comportamento de estruturas
sandwich onde o nicleo € elasto-pléstico,
como € o caso de espumas poliméricas.

2 - COMPORTAMENTO INELASTICO DE
MATERIAIS COMPOSITOS

Na figura 1 apresentam-se as curvas
carga-deslocamento tipicas de ensaios de
trac¢do [Francisco (1995)] em compdsitos
epoxida-carbono UD. Na figura 2
apresenta-se a curva carga-deslocamento
referentes a ensaios de tracc¢do realizados
por Brito (1985), em compésitos de matriz
termoendurecivel reforcados com mantas e
tecidos.
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Fig 1a- Curvas carga-deslocamento de compdsitos de
matriz termoendurecivel-angulos de [0°]
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Fig 1b- Curvas carga-deslocamento de compésitos de matriz

termoendurecivel-angulos de [45°],

Na figura 3 apresentam-se as curvas
tensdo-deformacio de compdsitos
poliester-tecido de vidro de 300g/m2
[Brito (1985)], sujeitos & traccdo, onde se
pode verificar a anisotropia do material e o
efeito da matriz sobre o comportamento
global da estrutura.

. Na figura 4 apresentam-se curvas
semelhantes para tecidos de 800g/m2. A
resina parece ter uma influéncia
pronunciada no comportamento estrutural,
embora em direc¢des de predominancia de
resina, as fibras apresentem alguma

reserva de resisténcia, como ilustrado na
figura 5 [Brito (1985)].

Comprova-se que estes compdsitos,

tipicamente lineares até a rotura quando
solicitados na direcg@o das fibras, exibem
comportamento ineldstico, mais ou menos
marcado de acordo com a predominéncia
da matriz.

Os compositos de matriz
termoplastica sdo mais recentes que os de
matriz termoendurecivel, tendo particular
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Fig 2 - Curvas carga-deslocamento de compdsitos de
matriz termoendurecivel
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Fig 3 - Curvas tensdo-deformacéo para coxﬁpésitos de
tecido de 300g/m2

interesse pelas suas possibilidades de
fabrico, pela maior tenacidade e pela sua
maior ductilidade. Na figura 6 apresenta-se
a curva tensdo-deformacdo do compdsito
AS4/PEEK, em ensaios de traccdo [Koon e
Soon (1991)]. Registe-se a forte presenca
de ndo-linearidade exibida a partir de cerca

de 30% da carga de rotura.
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Fig 4 - Curvas tensdo-deformagao para compdsitos de
tecido de 800g/m2
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Fig 5 - Comparagdo das curvas de compressdo de placa
[90°] e resina pura

Outros compésitos ainda mais
recentes possuem matrizes
termoendureciveis, como por exemplo a
epéxida e sdo reforcados com fibras
termoplésticas. Os compésitos reforcados
com fibras de polietileno tém também
comportamento tipicamente inel4stico,
conforme € apresentado na figura 7 [Sloan
e Nguyen (1995)].

3- COMPORTAMENTO INELASTICO DE
ESTRUTURAS SANDWICH

As  estruturas  sandwich  sdo
vulgarmente constituidas por peles rigidas
e resistentes e por niicleos macios. Entre
outros nucleos, as espumas poliméricas sdo
bastante usadas pelo seu baixo custo e pela
suas boas capacidades de isolamento
acistico e absorcdo de choque. Como
nicleos estruturais, o seu compor-tamento
pode ser considerado ineldstico [Gibson e
Ashby (1988)]. Na figura 8 apresenta-se a
curva carga-deslocamento medida num
ensaio de compressédo [Pecault(1996)] para
as espumas Dyvinicell 80 e AIREX.

tensdo (MPa)
400
300 1s*
200t :
30
100 45°

%004 08 2 % 15 1B
deformagdo (%)

Fig 6 - Curvas carga-deslocamento de compdsitos de
matriz termopléstica
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Fig 7 - Curvas carga-deslocamento de compésitos de
matriz termoendurecivel e fibras termoplasticas

Regista-se uma marcada linearidade
e apés a cedéncia, um patamar bem
marcado. Pode, entdo, considerar-se este
comportamento como linear-perfeitamente
plastico.

No contexto -da andlise ineldstica
destes materiais far-se-4 uso da chamada
teoria matemdtica da plasticidade [Hill
(1950)]. Considerar-se-do apenas situacGes
de casca e procurar-se-4 comparar as
teorias de deformacfo de ordens vdrias,
tendo em conta que as caracteristicas
elasticas das peles e do nicleo sdo
tipicamente bastante diferentes.

4-TEORIA DE FLUXO DA PLASTICIDADE

Supde-se que o comportamento dos
materiais em causa pode ser modelado
através de uma teoria elasto-plastica. Para
que se possa formular uma teoria que

modele a deformacgdo elasto-plastica do -

material é necessirio que se cumpram trés
requisitos. [Owen e Hinton (1980),
Figueiras (1983)]: a) deve estabelecer-se
uma relagdo constitutiva; b) tem de ser
postulada um critério de cedéncia
indicando o nivel de tensdo para o qual se
inicia o fluxo plastico; c¢) deve
desenvolver-se uma relagio tensdo-
deformacdo para o comportamento pos-
cedéncia.

Um critério de cedéncia define o
inicio de plasticidade e pode ser escrito na
forma

F(o,x)=f(c)-Y(x)=0 (1)

em que o nivel de cedéncia Y pode ser
uma func@o do pardmetro de encruamento
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x ¢ f é uma fungio qualquer dos
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Fig 8 - Curvas carga-deslocamento de espumas *
estruturais

4.1 - O critério de cedéncia de Huber-
Mises
Ao definir um potencial pléstico, ou
tensdo efectiva, 5, duma forma similar a

funcdo de cedéncia de Huber-Mises para
materiais isotrépicos, pode escrever-se

—2 2 2
f(o)=0"=ajy(011-02;)" +a(0,;—-033)" +
2

a3(033-011)" +

2 2 2
+ 3(2441.’12 +3a55r13 +3a66123

2)

ém que o, sd0 as componentes do tensor
das tensdes de Piola-Kirchhoff, os o sdo
pardmetros de anisotropia € os indices
1,2,3 reportam as direcches dos eixos
principais de anisotropia. Considerando a
suposi¢do habitual das cascas ¢, =0, =0,

pode desenvolver-se a expressio (2),
obtendo-se

57 = ajof; +2a130,,05, +a,05, +
2 2 2 Z
astyy; taytjz +asty; 3)

onde aj sdo os parimetros anisotrépicos
que deverdo ser determinados experimen-
talmente [Figueiras (1983)]. No caso mais
geral, em que os eixos principais de
anisotropia ndo coincidem com os eixos de
refer€ncia x,y, mas estdo desfazados de um
certo angulo 0,0s pardmetros de
anisotropia  s@o  modificados  por
transformacéo tensorial.

Na forma matricial,
escrever-se como

(3) pode
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2_ T
0" =07;349,,3 4
onde
(a; a5, 0 0 0]
A=l0 0 @ 0 o0 5)
0 0 0 @ 0
0 0 0 0 a]

A equacgio de transformacio € a seguinte:
9123=19,,, 6)

em que T é a matriz de transformac@o
definida nos capitulos anteriores. A tensio
efectiva, expressa no referencial x,y,z, é
entao,

=2 T
o = gx,y,z 4 O-x,y,z (7)

em que A € a matriz dos novos pardmetros
de anisotropia, obtida por

a; apy 4z . 0 0
aps a azs 0 0

r—
A=T AT=l|aj;3 a3 a3 0 0 (gy

4.2 - Parametros de anisotropia

Segundo Figueiras (1983), os
parametros de anisotropia podem ser
calculados através de ensaios

independentes, do tipo trac¢do uniaxial.
Por exemplo, num teste de trac¢@o uniaxial
na direcgdo 1, obtem-se

35 9)

ag = 2
Sio

em que 5, € a tensdo uniaxial de cedéncia
na direcc@o 1 e o indice "o" indica valores
antes do endurecimento. Tomando a
direcc@o 1, como a direc¢io de referéncia,
entdo 3, =10. Da mesma forma, podem

definir-se os restantes pardmetros de
anisotropia

_ & - & . &}
a=—",a30=— 0= >
o-fo 2 2
12 13
=2
— (o))
asp=— — (10)
(250




Para se obter z;,, € necessdrio um

outro teste de trac¢do uniaxial, em que o
material € retirado do plano 12 [Figueiras
(1983)]. Se o eixo do provete estiver
rodado de um angulo 0, relativamente ao
eixo 1, é assumido ogz como a tensdo
uniaxial de cedéncia obtida no ensaio,
podendo escrever-se

o1 =0g cos29,0'2 =0y sin’ @,
Tjy =0ggsinfcost,7;3=133=0 11

Substituindo estes componentes de tensdo
em (4.3), e assumindo, por exemplo
0=45°, obtem-se o parimetro adicional

—\2
— 1 - -
aj, =2(%] —3(1+ az +aszp) (12)

Para um material isotrépico,
Og0 =50,Ezo =I.0€E30 =30 e aSSim 0_120

toma o valor -0.5.

Estes pardmetros sdo funcdes das
tensOes correntes de cedéncia, variando,
portanto, durante o fluxo pléstico para um
material endurecivel. Os seus valores
subsequentes  [Figueiras (1983)] sdo
obtidos, introduzindo os valores das
tensOes de cedéncia correntes em (10) e
(12).

4.3 - Relacdes elasto-plasticas tensdo-
deformacao

O incremento total de deformacdo
local de € a soma dos componentes eléstica
e plastica, tal que

deg'=def +de? (13)

O incremento de deformacdo elastica dge
pode ser obtido pela forma incremental
habitual e o incremento de deformacio
plastica pela regra de fluxo [Owen e
Hinton (1980), Figueiras (1983)]

de? =2 (14)
3 75

em que Q € denominado potencial plastico

e dA € uma constante. A suposicdo Q= f

torna possivel a formulacdo de uma teoria

de plasticidade associada, na qual a

expressdo (14) é denominada condi¢do de
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normalidade [Owen e Hinton (1980),

Figueiras (1983)], dado que (;i ¢ um
(o2

vector normal a superficie de cedéncia
numa interpretacdo geométrica do espaco
das tensoes.

A forma diferencial de (1) pode ser
escrita como

aldo - AdA=0 (15)

em que o vector de fluxo a € definido por

Rz

=L 1
4= (16)
€
A=——£—-ii£dz

Através das equacgdes (13) a (17), pode
estabelecer-se a relagdo tensdo-deformacéo
incremental elasto-plastica [Owen e
Hinton (1980), Figueiras (1983)]

dg=D,,ds ©(18)

em que a matriz constitutiva elastoplastica
€ dada por [Zienkiewicz (1991)]:

Dad' D

D, =D--====
A+a Da

D, (19)
O parametro de encruamento A pode ser
deduzido de ensaios uniaxiais, como

A=Hg=99 (20)
dg

Assim A € a inclinag@o da tangente a curva
tensdo efectiva-deformacdo pléastica e €
funcdo da deformacdo plastica efectiva
acumulada £, [Owen e Hinton (1980),

Figueiras (1983)]. A matriz de rigidez
tangencial do material pode ser obtida por

d
P J,BTdG' d&‘
a y dgda

K= = dv +IBTD ,Bdv (1)

4.4 - O critério de Sun/Chen

Sun e Chen (1992) formularam um
critério de cedéncia baseado no critério de
Huber-Mises, com o objectivo de analisar
compositos terrhoplasticos. Foi
considerado que 0s compdsitos

e e e e e e




unidireccionais, quando solicitados em
traccdo na direcdo das fibras tém
comportamento linear até & rotura. Nesse
contexto assume-se que a deformacdo
pléstica na direcc@o 1 é zero '

deh =0 (22)
o que conduz a
aj;=a2=0 (23)

Pode entdo considerar-se que o potencial
plastico € definido como fungdo dum s6
parametro

=2

62 =03, +b(t], + 73 +733) (24)

onde b é um pardmetro que € determinado
por ensaios uniaxiais fora dos eixos (off-
axis tests). Em [Sun e Chen (1992)]
obteve-se os valores de b=3 para o
AS4/PEEK e b=4.0 para os compoésitos
Boro/Aluminio.

Neste trabalho foram implementados
ambos os critérios de cedéncia, embora o
critério de Huber-Mises seja o mais
utilizado.

De seguida, apresentam-se e
discutem-se alguns exemplos numéricos
em que diversas estruturas sdo sujeitas a
carregamentos que originam
comportamento elasto-plastico.

5 - EXEMPLOS NUMERICOS

Através de exemplos numéricos
pretende-se comparar o desempenho
relativo das teorias de deformacdo de
corte, em particular nos valores de
cedéncia, e ainda estudar o comportamento
elasto-plastico de estruturas sandwich, cujo
comportamento possa eventualmente ser
considerado como elasto-plastico.

5.1- Ensaio de traccio de compésitos
termoplasticos

Na figura 9 ilustra-se um provete
sujeito 4 trac¢do [Sun e Chen (1992)]. O
material deste provete ¢é comp6sito
termopléastico reforcado com fibras de
carbono AS4/Peek, cujas caracteristicas
sdo também apresentadas na figura 9. Na

figura 10a apresentam-se as curvas
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experimentais [Sun e Chen (1992)].
Verifica-se uma forte influéncia da
orientacdo das fibras no comportamento
elasto-plastico do material. na figura 10b
compara-se a resposta experimental e
numérica para 6=90°. Nota-se uma boa
concordéncia da teoria de 1* ordem com os
resultados experimentais. As -alteragdes
propostas por Sun e Chen (1992) revelam-
se demasiado rigidas, quando
implementadas neste elemento. O critério
de Huber-Mises revela-se mais adequado
para representar, neste exemplo, o
comportamento  elasto-plastico  destes
compdsitos termoplasticos.

5.2- Ensaio de flexdo em viga isotrépica

Na figura 11, considera-se uma viga
simplesmente apoiada, sujeita a carga
central pontual, simulando um ensaio de
flexdo em 3 pontos. Considera-se um
material isotrépico com

E=10 GPa, v=0.3, o, =120 MPa , E, =0-

P

of E;=1276 GPa
E; =103 GPa
G2 =6.0 GPa
19 Viz2 =03
X=2130 MPa
Y =95 MPa
S=82 MPa
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Fig 9 - Ensaio de trac¢do a termopldstico reforcado
AS4/PEEK

Verifica-se uma boa concordancia
entre todas as teorias de deformacao, com
curvas carga-deslocamento muito
proximas umas das outras. Este tipo de
resposta vem confirmar resultados
anteriores, onde se verifica que para
estruturas isotrépicas, as trés teorias sdo
muito préximas.

5.3- Ensaio de flexdo em viga sandwich

Na figura 14, apresenta-se a curva
carga-deslocamento referente a mesma




viga da figura 11, mas com um novo
laminado, ilustrado na figura 13.
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Fig 10b - Comparag@o experimental-numérica
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Fig 11 - Viga simplemente apoiada, ensaio de flexdo em
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Fig 13 - Laminado sandwich, compésito-espuma de
AIREX
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figura 13

Comparam-se, neste exemplo, as
teorias de deformacdo de 1* e 3* ordens
[Ahmad et al. (1969), Ferreira et
al.(1993)], bem como a teoria layerwise
[Ferreira et al.(1993)], com wuma
formulacdo tridimensional [Maker et
al(1991)]. A teoria de 3® ordem apresenta-

-se demasiado rigida, confirmando as

dificuldades de andlise deste tipo de
laminados.  Verifica-se uma grande
proximidade entre as teorias de 1* ordem e
layerwise, o que podera ser explicado pela
simetria do laminado. Os resultados
tridimensionais sd0 muito préximos das
anteriores teorias. A variacdo na cedéncia
deve-se ao facto de [Maker et al(1991)]
usar um critério diferente do Huber-Mises,
o que podera ter influenciado a forma da
curva elasto-pléstica.

5.4 - Flexao de vigas sandwich

Na figura 15 ilustra-se uma viga
sandwich simplesmente apoiada e sujeita a
uma carga pontual central, conforme se
pode visualizar na fotografia 1. Foram
ensaiados um conjunto de vigas com
comprimentos de 160, 260, 400 e 550 mm.
Nas figuras 16 a 19 apresentam-se as
curvas carga-deslocamento obtidas nos
ensaios de flexdo em trés pontos. Foram
utilizados os elementos de casca com as
teorias de 1* ordem 3* ordem e layerwise.
O material das peles da estrutura sandwich
€ um compésito de poliester-fibra de vidro
quasi-isotrépico com E=10 GPa, v=0.3,
cy=120 MPa. A espuma de PVC tem um
mddulo de 20 MPa, v=0.3 e cy=2 MPa. Na
figura 20 apresentam-se as curvas carga-
deslocamento para a viga de 160 mm.

TET

S ST e = L T




Verifica-se uma boa concordincia com os
valores experimentais com as teorias de 1*
ordem e layerwise, enquanto que a teoria
de 3* ordem se revela muito rigida.
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25!

Fig 15 - Viga sandwich compésito-espuma de PVC

Fig 16 - Curva carga-deslocamento para viga sandwich,
‘ L=160 mm

Fig 17 - Curva carga-deslocamento para viga sandwich,
L=260 mm

Na figura 20 comparam-se a curva
carga-deslocamento experimental com as
curvas obtidas pelas trés teorias de
deformacdo, implementadas no elemento
de casca degenerado. Verifica-se uma boa
concordincia com a teoria layerwise. A
teoria de 3* ordem apresenta-se demasiado
rigida, confirmando a sua dificuldade em
analisar estruturas sandwich com ricios
modulares elevados (neste caso, 500).
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“mais relevantes, dada a

Fig 18 - Curva carga-deslocamento para viga sandwich,
L=400 mm

Fig 19 - Curva carga-deslocamento para viga sandwich,

L=550 mm
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Fig 20 - Curva carga-deslocamento para viga sandwich,
1=160 mm- Comparagio de resultados experimentais e
numéricos

Refira-se, ainda, que foi escolhida a
viga de 160 mm, para comparacdo de
resultados, porque, de acordo com o
observado nas figuras 16 a 19, € aquela
onde os efeitos da deformac@o de corte sdo
relacdo
comprimento/espessura (inferior a 10).
Neste exemplo, verifica-se uma grande
interveng¢do do nicleo, em termos do seu
comportamento ao corte. Daqui, pensa-se,
a boa correlagdo da teoria layerwise com
os resultados experimentais.




6 - CONCLUSOES

Foram analisadas vigas, placas e
cascas laminadas compdsitas e sandwich.
Consideraram-se elementos de casca
degenerada, nos quais foram
implementadas as teorias de deformacdo
de corte de 1% e 3 ordens e ainda a teoria
layerwise. O comportamento ineldstico dos
materiais foi tido em conta, através duma
formulacdo elasto-plastica. O critério
utilizado foi o de Huber-Mises, tendo sido
comparado com um critério alternativo.
Foram ensaiadas estruturas isotrépicas e
laminadas e comparado o desempenho das
teorias de deformac@o.

Foram realizados ensaios de flexdo
em trés pontos em vigas sandwich, com
peles de compdsito e niicleo de espuma
polimérica, e apresentados os resultados
para diferentes comprimentos de viga. Para
um desses comprimentos (L=160 mm),
foram comparados os resultados numéricos
e experimentais. Registou-se uma razodvel
concordincia entre estes resultados, sendo
de realcar a proximidade entre os
resultados da teoria layerwise e os
resultados experimentais. Nos restantes
ensaios, verifica-se que, para os exemplos
considerados, as teorias estudadas
apresentam valores muito préximos. A
razdo deste facto pode residir na ndo
consideracdo, nestes ensaios, da ndo
linearidade geométrica. Regista-se,
também, a capacidade dos elementos para
simular, em simultdneo, vigas espessas,
placas e cascas, finas ou espessas. A
inclusdo do comportamento inelastico do
ndcleo torna-se relevante, e consegue-se
evidenciar o efeito da sua baixa tensdo de
cedéncia.

Realizou-se ainda um ensaio de
traccdo em compdsitos termoplésticos e
comparou-se os resultados experimentais
com a teoria de 1* ordem, sendo a
concordincia muito boa. Estes modelos
permitem, assim, aproximar com boa
qualidade, os resultados experimentais dos
Novos compdsitos termoplasticos,
chamados de compésitos da nova geragéo,
bem como laminados sandwich cujo
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nicleo possua um comportamento elasto-
pléstico.
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