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RESUMO

Um dos principais problemas na analise da fiabilidade estrutural dos compésitos
laminados é a possivel existéncia de multiplos MPP (Most Probable failure Point).
O problema € similar ao da existéncia de varios minimos locais em otimizacdo de
estruturas. Com efeito, um MPP local pode ndo corresponder a situacdo mais desfa-
voravel, em termos de probabilidade, de falha da estrutura. Neste trabalho utiliza-
se 0 método de Hasofer-Lind para o calculo da probabilidade de falha para varias
cargas fixas. Para validar os resultados obtidos através desta metodologia, sédo uti-
lizados o método classico e o0 método Bayesiano usando simulacdo de Monte Carlo.
O processo de validacdo demonstra que ha concordancia entre os métodos utilizados
para estimar a probabilidade de falha das estruturas compdsitas laminadas.

Palavras chave: Estruturas compdsitas, probabilidade de falha, Método de Hasofer-Lind,
Simulagdo de Monte Carlo, Inferéncia Bayesiana.

ABSTRACT

One of the main problems in structural reliability analysis of laminated composites is
the possible existence of multiple MPP (Most Probable failure Point). The problem is
similar to the existence of several local minima in structural optimization. Indeed, a
local MPP may not correspond to the most unfavorable situation, in terms of failure
probability of the structure. In this work, it is used the Hasofer-Lind method to
calculate the probability of failure for several fixed loads. To validate the results
obtained through this methodology, the classical method and the Bayesian method
using Monte Carlo simulation are considered. Using a particular example, the
validation process demonstrates an agreement between both methods to estimate the
probability of failure of the laminated composite structures.

Keywords: Composite structures, probability of failure, Hasofer-Lind method, Monte Carlo
simulation, Bayesian inference.
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1. INTRODUCAO

A analise mais realista de falhas de
estruturas sobre incertezas esté associada ao uso
de métodos probabilisticos. A analise probabi-
listica da integridade estrutural ou fiabilidade
estrutural toma em consideragdo as incertezas
existentes nas variaveis e parametros de projeto
de estruturas em engenharia e estuda o impacto
que estas incertezas tém na caracterizacdo da
falha desses sistemas fisicos. Desde sempre se
reconheceu que uma das dificuldades da anélise
da fiabilidade estrutural era o calculo dos
integrais envolvidos na estimacéo da probabi-
lidade de falha. Os trabalhos de Hasofer e Lind
[1] desempenharam um papel importante no
desenvolvimento de métodos aproximados
para o calculo dessa probabilidade. Os métodos
aproximados anteriores usam o chamado ponto
de falha mais provavel (MPP). A pesquisa deste
ponto € um problema de otimizacdo que
envolve técnicas baseadas em gradientes,
pesquisa evolucionaria ou outras. Quando 0s
métodos utilizados se baseiam em gradientes,
é-se confrontado com a possibilidade de
existéncia de multiplos pontos de falha, ou seja,
multiplos 6timos locais [2,3]. Este problema é
exacerbado quando o numero de varidveis
aleatorias envolvidas é grande ou quando o
grau de ndo linearidade das fungdes de estado
limite associadas a resposta do sistema
estrutural é elevado. Neste caso, ndo hé garantia
de que a fiabilidade estrutural tenha sido
corretamente avaliada. De forma a ultrapassar
estas possiveis dificuldades, sdo propostas
aproximacOes complementares como, por
exemplo, o método de Monte Carlo. Estas
aproximacOes complementares sdo usadas
essencialmente para fornecer valores de
referéncia com vista a validacéo dos resultados
obtidos pelos métodos anteriores.

2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE
FIABILIDADE ESTRUTURAL

O problema fundamental da Fiabilidade
Estrutural consiste no célculo do seguinte
integral:

p; = P(G(X) < 0) = f A dx (1)

G(x)<0

onde X= (X, X, -, X,)T €& um vetor
aleatorio  definido no espaco de
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probabilidade, (£2,F, P) onde Q é o espacgo
amostral podendo ser identificado como o
conjunto de todos os cenarios de projeto
estrutural, F € a o-algebra dos subconjuntos
de Q and P é a medida de probabilidade. O
vetor X representa as varidveis aleatorias
que contém informacdo sobre as incertezas
que afetam a seguranca da estrutura em
consideracao e fx(x) é a funcdo densidade
de probabilidade conjunta de X.

Para cada realizacdo de X, o estado da
estrutura pode ser de seguranca ou de falha. O
estado de falha ocorre quando uma realizacéo
de X se encontra no dominio de falha definido
por Df ={x€R™G(x)<0}. A funcio
G(X,W(X)) é designada por funcdo estado
limite e depende das variaveis de entrada, X, e
da resposta, W¥(X). O conjunto {x€
R™: G(x) = 0} define a superficie estado
limite, representando a fronteira entre o
dominio de falha e o dominio de seguranga. A
resposta W(X) do sistema estrutural € muitas
vezes obtida por cddigos computacionais
como, por exemplo, o0 MEF [2,3]. Ou seja, 0
dominio de falha é definido implicitamente
como uma funcéo de X. Por isso, o calculo do
integral da equacdo (1) ndo é facil, o que obriga
ao desenvolvimento de métodos aproximados.

Neste estudo, as variaveis aleatorias sdo as
propriedades mecanicas da estrutura compésita
laminada, consideradas ndo correlacionadas e a
fungéo estado limite é dada por:

Gx)=R-1 (2)
R € 0 nmero de Tsai critico definido por
R =min(Ry, -, Ry, -, Ryy) (3)

sendo Ns o numero total de pontos onde o
vetor tensdo é calculado. O nimero de Tsali,
R, definido como sendo a razdo entre a
tensdo maxima admissivel e a tensdo apli-
cada, € obtido do critério de falha interativo
de Tsai-Wu [2,3,4] e calculado no k-ésimo
ponto da estrutura, resolvendo a equacéo

1-(Fysisj ) RE-(Fis)R,=0 1j=1,2,6 (4)

onde s; sdo as componentes do vetor tensdo,
Fi; e F; sdo os parametros de resisténcia
associados com os laminados reforgados
unidimensionais definidos do ponto de vista
macromecanico.
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AproximacgOes adequadas para determi-
nar o integral na equacdo (1), dependem da
forma da superficie estado limite, assim
como da funcéo densidade de probabilidade
conjunta e da dimensé&o do problema. Foram
desenvolvidos métodos de fiabilidade
baseados em aproximagOes de primeira ou
segunda ordem, que deram origem aos
métodos FORM (first order reliability
method) e SORM (second order reliability
method), respetivamente [5]. A distingéo
entre estes métodos baseia-se na existéncia,
ou ndo, da correcdo da curvatura da
superficie estado limite. Os métodos sem
correcdo da curvatura sdo designados por
FORM e os outros por SORM.

3. DETERMINACAO DA PROBABILI-
DADE DE FALHA PELO METODO
DE HASOFER-LIND

De um ponto de vista operacional, o
problema de fiabilidade € definido de acordo
com 0s seguintes passos:

e ApOs a projecdo da funcdo estado limite

no espaco normal padronizado a

probabilidade de falha é dada por:

=  o@adu (5)
g(w)=0

onde @(u) é a funcdo densidade de
probabilidade da multinormal padronizada.
Os pontos que mais contribuem para o
integral na equacdo (5) sdo aqueles do
dominio de falha que estdo mais proximos
da origem.

e Determinacdo do ponto na superficie
estado limite mais proximo da origem u*
designado por MPP que € solucdo do
seguinte problema de otimizacéo:

u* = min ||lu 6
Jmin [lul (6)
Varios algoritmos estdo disponiveis para
resolver o problema de otimizagdo anterior
como, por exemplo, o algoritmo de
Rackwitz-Fiessler ou o algoritmo HLRF [5].

Apbés a determinacdo do MPP, o
correspondente indice de fiabilidade é
definido como

181 = llu’| ()

e Aproximacdo da superficie estado limite
utilizando aproximacdes de primeira ou
segunda ordem, FORM e SORM, respe-
tivamente.

e Calculo da probabilidade de falhano FORM

p, = f oduxd(—p) (8
gu)=<o

A Figura 1 adaptada de [6] apresenta as
duas transformacdes para obtencéo do MPP.

finitos

Espago fisico
> : j G )\
’l:

D)

@ Transformagdo

mecanica

u, Transformagao
probabilistica

Espago padronizado

Espago padronizado )
Fig. 1 - Transformagdes usadas na procura do MPP.

4. DETERMINACAO DA PROBABILIDA-
DE DE FALHA PELO METODO DE
MONTE CARLO-VERSAO CLASSICA

A utilizagdo do Metodo de Monte Carlo é
uma alternativa aos métodos numéricos para
a resolucéo de integrais, particularmente em
cenarios multidimensionais [7], como é o
caso da probabilidade de falha dada pela
equacdo (1). O método de Monte Carlo
tradicional, para resolver a equagdo (1),
requer a geracdo de N valores aleatorios de
X, {x@®, x@, .., x™} e o calculo de
G(x@) para todo o x. A probabilidade de
falha é entdo estimada como sendo a razdo
entre 0 numero de ocorréncias com
G(x®) < 0 e o nimero total de valores N.
Em termos matematicos:

pr=PGEX) <0)= [, E®d=

= [ 1(60) M d = E(1(6W)) (@)

em que I(G(x)) representa a fungdo
indicatriz do dominio de falha, isto é, toda
com o valor 0 no dominio de seguranca e o
valor 1 no dominio de falha.

Um estimador de p; = I(G (x)) é dado por
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N
B = %Z 1(6(x®)) (10)
i=1

Este estimador tem média E(P;) =p; e
variancia V(B;) = 22222, Uma realizagdo
N

do estimador P; é uma estimativa denotada por

pr = %z 1(6(x®)) = % (11)

em que k é o numero de falhas e N o nimero
de simulagdes.

Um intervalo de confianca exato, com
grau de confianca (1 — ) X 100%, dado o
valor observado x, 0<x<N ¢

(p*™, p™ ) tal que:

NGRS

m=k
(12)
& a
> (0P -
(13)

A determinacdo deste intervalo é efetuada
por tentativas e, por isso, € muito trabalhoso.
Este trabalho pode ser reduzido considerando a
relacdo da distribuicdo Binomial com a
distribuicdo Beta e tirando partido da relacao da
Beta com a F de Snedor.

Um intervalo de confianca a (1 — a) X
100%, (pf*™, pf*®* ) é entdo dado por

) 1
pf = - (14)
14N =k+1 ]’:J’lF*
K
PP = (15)
1+++—FF*
N—k

onde

a
P(Fyn-r+1y2k > F*) = 5

a

P(Fatesny2n-r0 > F™*) = >
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5. DETERMINACAO DA PROBABILI-
DADE DE FALHA PELO METODO
DE MONTE CARLO - VERSAO
BAYESIANA

No modelo Bayesiano, o parametro py, por
ser desconhecido, é incerto e, como tal, deve ser
quantificado em termos de probabilidade [7].
Como consequéncia, 0s Bayesianos procuram
construir intervalos de credibilidade, ou seja,
intervalos gque admitem uma interpretacdo
probabilistica direta, em contraste com o0s
intervalos de confianga classicos. Nos
intervalos de confianca classicos, considera-se
0 parametro a estimar fixo e os limites alea-
torios; nos Bayesianos, 0 parametro a estimar é
que é a variavel aleat6ria e os limites sdo fixos.

De acordo entdo com a formulagdo
Bayesiana, na estimacdo do parametro 4, a
distribuicdo a posteriori hg,(8]x) € 0 produto
da verossimilhanca da amostra f (x|6) pela

distribuicdo a priori go(6) a menos de uma
constante. Para 0 caso particular em que o
parametro a estimar é a probabilidade de falha,
Dy, [8] pelo teorema de Bayes, a distribuicéo a

posteriori de p, hy -i.v (py |k, N') é dada por

hp e (Pr | K, N)
finp, (K Nlps) gy, (Pr)

fol fk.Nle(k' Nlpf)gpf (pf)dpf

(16)

onde k é o nimero de falhas e N 0 nimero
de simulacdes, gpf(pf) é a distribuicdo a
priori e deve pertencer a uma familia tal que
a distribuicdo a posteriori hgx(8]x) é da
mesma familia. Para a verossimilhanca da
amostra, tem-se o modelo binomial

fk,N|pf(k,N|pf) =
N k N—k
:(k)(Pf) (1-p;) Lk=01--,N

(17)
donde se deduz que a distribuicdo a priori
deve ser uma Beta.

A distribuicéo a posteriori para uma veros-
similhanga binomial e uma a priori Beta é
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1

hpflk,N(pf k,N) =

0

que é uma distribuicdo Beta(k +a,N —
k +b)com valor médio E(ps|k,N) =

k+a A -
~——— e variancia  V(ps|k,N) =
(a+k)(b+N-k)

(a+b+N)2(a+b+N+1)

Um intervalo de credibilidade com grau
de credibilidade (1 —a) x 100% é dado

por (pfmiw pfmax) com pfmin dado por

Pfmin a
j Beta(k + a,N —k + b)dp; = >

0
(19)

€ Drmax tal que:

1
j Beta(k + a,N —k + b)dp; = %
Pfmax

(20)
Considerando que ndo se possui qualquer
informacado inicial que nos permita distinguir
entre os diferentes valores no intervalo de 0
a 1, parece natural que o modelo apropriado
para g, (ps)siga distribuicdo uniforme,
ps~Beta (1,1). A distribuicdo a posteriori é
uma distribuicdo Beta(k +1,N —k + 1).
Um intervalo de credibilidade com grau de
credibilidade (1 —a) x 100% ¢é dado por

(pfminl pfmax) com pfmin tal que

| R

Dfmin
f Beta(k +1,N —k + 1)dp; =
0
(21)

_ N

€ Prmax € tal que

2
(22)

1
J Beta(k +1,N — k + 1)dps = 2

Dfmax

6. RESULTADOS

Consideremos um painel compdsito da asa
de um avido representado na Figura 2. A
espessura do painel € de 0.015 m. A estrutura é
encastrada nos lados lineares (AB) e livre nos

B(a+k,N—k+b)(pf)

N—-k+b-1
T o<pr<t

cz+k+1(1 _ pf)
(18)

, outros valores

lados opostos. E aplicada uma carga vertical
com direcdo perpendicular relativamente ao
plano OXY no ponto C. A estrutura €
constituida por um laminado do sistema
composito carbono/resina de epOxido. Um
laminado angle-ply balanceado com oito
camadas e sequéncia de empilhamento
[+75°/—75°/+45°/—45°] impondo condi-
cOes de simetria. O angulo da camada é medido
relativamente ao eixo dos x dos eixos coor-
denados de referéncia, conforme a Figura 2.

0.666 m

L - 2.25m
T

Fig. 2 - Definicdo geométrica do painel compdsito
da asa de um avido.

Todas as camadas tém a mesma espessura.
A anélise estrutural é baseada no modelo de
Elementos Finitos de casca desenvolvido por
Ahmad [9], com desenvolvimentos posteri-
ores por Figueiras [10]. Este elemento casca é
obtido de um elemento tridimensional utili-
zando um processo degenerativo. E um ele-
mento isoparamétrico com 8 nos e 5 graus de
liberdade por no - trés translagdes e duas rota-
¢Oes, baseado na teoria de cascas de Mindlin.

O vetor das variaveis aleatorias é
X =[E,E,,Y,S]
onde

E,~N'(181.00,10.860)GPa
E,~N(10.30,0.618)GPa
Y~ (40.00, 2.400)MPa
S~N'(68.00,4.080)MPa

Para avaliar a probabilidade de falha, é
inicialmente aplicado o procedimento des-
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crito nas equacgdes (5) a (8). Os resultados
obtidos para diferentes cargas estdo
representados na Tabela 1.

Tabela 1 - Determinacdo da probabilidade de falha
(Método de Hasofer-Lind)

Carga [N] f_ind_i(_:e de Probabilidade
iabilidade de falha
964.704 3.549 0.000193523
974.753 3.411 0.000323132
984.802 3.274 0.000529924
994.851 3.137 0.000853572
1004.900 3 0.001350531
1014.949 2.863 0.002099327
1024.998 2.726 0.003205801
1035.047 2.589 0.004810686
1045.096 2.452 0.007094591

Os resultados representados na Tabela 1 véo
ser validados usando o método de Monte Carlo
(versdo classica e Bayesiana), estimando a
probabilidade de falha, py, associada a cada
uma das cargas anteriores.

O Método de simulacdo de Monte Carlo é
usado para estudar o comportamento do
ndmero de Tsai. Analisando 10000 simulacGes,
sdo obtidos diagramas de extremos e quartis em
funcéo das cargas (Figura 3). Os pontos abaixo
da linha encontram-se na regido de falha.

O método de simulagdo de Monte Carlo
aplicado é a versdo classica, cujo procedi-
mento é descrito nas equacdes (9) a (15).
Analisando as 10000 simulagdes, estimamos
a probabilidade de falha (Tabela 2) e com-
paramos com o0 método de Hasofer-Lind.

Distribuigio do Nimero de Tsai versus Carga

Namero de Tsa
1 L

Corgai03s o |

03 o

Cargaggs
Cargad7s |
Carga.aes |
Canga 955
Carga, 1005
Carga, 1025
Carga, 1045

Carga 1015

Fig. 3 - Distribuicdo do NUmero de Tsai versus carga.
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Tabela 2 - Estimacédo da probabilidade de falha
(Método de Monte Carlo-versao classica).

Carga Numero de | Probabilidade de

[N] falhas falha
964.704 1 0.0001
974.753 1 0.0001
984.802 5 0.0005
994.851 10 0.0010
1004.900 13 0.0013
1014.949 20 0.0020
1024.998 35 0.0035
1035.047 49 0.0049
1045.096 72 0.0072

Na Figura 4 esta representado o diagrama de
dispersdo das probabilidades de falhas pelos
dois métodos para as cargas consideradas.
Podemos verificar a concordancia dos dois
métodos, pois 0s pontos ajustam-se a bissectriz
dos quadrantes impares.

Utilizando as 10000 simulagBes anteriores,
construimos intervalos de confianca (Método
de Monte Carlo-versao classica) e intervalos de
credibilidade (Método de Monte Carlo-versdo
Bayesiana - equacdes (21) e (22)) a 95% para a
probabilidade de falha. Os resultados obtidos
estdo representados nas tabelas 3 e 4.

Os intervalos obtidos sdo
concordantes com os resultados obtidos
pelo Método de Hasofer-Lind, pois as
probabilidades de falha obtidas por este
método pertencem aos intervalos
encontrados. Os intervalos obtidos pelo
Método de Monte Carlo - versdo clas-
sica e versdo Bayesiana - sdao semelhan-

0.004 0.006
1 1
N
\

pf_M.C.

0.002
1
o

0
4 o/

0.000
Q
o

T T T T T T T T
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

pf_LH.
Fig. 4 - Relagdo entre as probabilidades de falha
obtidas pelos dois métodos.
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Tabela 3 - Intervalos de confianga para a probabi-
lidade de falha (Método de Monte Carlo-versédo

classica).
Carga Probabilidade de falha
[N] (1.C. 95%)

964.704 (0.0000025, 0.0005570)
974.753 (0.0000025, 0.0005570)
984.802 (0.0001623, 0.0011664)
994.851 (0.0004793, 0.0018383)
1004.900 (0.0006918, 0.0022220)
1014.949 (0.0012207, 0.0030872)
1024.998 (0.0024353, 0.0048643)
1035.047 (0.0036204, 0.0064729)
1045.096 (0.0056247, 0.0090587)

tes devido a ter sido utilizada uma
distribuicdo a priori ndo informativa.
No entanto, uma vantagem da versédo
Bayesiana é quantificar a probabilidade
de falha em termos de probabilidade

7. CONCLUSOES

Utilizou-se o método de Hasofer-Lind
para o célculo a probabilidade de falha para
varias cargas aplicadas a uma estrutura
compédsita. Para validar os resultados obti-
dos através desta metodologia, séo utilizados
0 método classico e o método Bayesiano
usando a simulacdo de Monte Carlo.

Tabela 4 - Intervalos de credibilidade para a probabilidade de falha (Método de Monte Carlo-versao Bayesiana).

O processo de validagdo € efetuado

Carga [N] | Distribuicao a posteriori | Probabilidade de falha
(1.C. 95%)
964.704 Beta(2,10000) (0.0000024, 0.0005570)
974.753 Beta(2,10000) (0.0000024, 0.0005570)
984.802 Beta(6,9996) (0.0002202, 0.0011663)
994.851 Beta(11,9991) (0.0005492, 0.0018381)
1004.900 Beta(14,9989) (0.0007655, 0.0022218)
1014.949 Beta(21,9981) (0.0013003, 0.0030868)
1024.998 Beta(36,9966) (0.0025224, 0.0048638)
1035.047 Beta(50,9952) (0.0037129, 0.0064723)
1045.096 Beta(73,9929) (0.0057257, 0.0090578)

utilizando diagramas de

dispersdao e

a probabilidade de falha em termos de
probabilidade.

intervalos de confianga e de credibilidade.
Mostrou-se que ha concordancia entre 0s
métodos  utilizados para estimar a
probabilidade de falha das estruturas
compositas laminadas, pois no diagrama de
dispersdo 0s pontos ajustam-se a bissetriz
dos quadrantes impares. Os intervalos de
confianca e de credibilidade contém o valor
da probabilidade de falha obtido pelo
método de Hasofer-Lind. Os intervalos
obtidos pelo Método de Monte Carlo-verséo
classica e versdo Bayesiana sdo semelhantes
devido a ter sido utilizada uma distribuigéo
a priori ndo informativa. No entanto, uma
vantagem da versdo Bayesiana é quantificar
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