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RESUMO

Nos dias de hoje a andlise das frequéncias proprias de vibragdo tornou-se num aspeto a ter em
consideracdo nas mais variadas indastrias. O estudo da resposta dinamica, frequéncias de
vibracdo, amortecimento e modos proprios, de estruturas complexas em funcdo das condicBes
de carregamento, € um problema de dificil resolucdo recorrendo apenas a ferramentas
numeéricas ou analiticas. Este trabalho consistiu no desenvolvimento de um software baseado
no programa LabVIEW, para a determinacdo das frequéncias préprias de qualquer sistema
mecanico. Para a validagdo do software foi analisada uma viga encastrada-livre. Os
resultados obtidos experimentalmente foram comparados com os numéricos determinados com
recurso ao ADINA.

ABSTRACT

Nowadays the analysis of the Eigen frequencies of vibration has become one aspect to be
considered in various industries. The study of the dynamic response, frequency of vibration and
damping Eigen modes of complex structures depending on the loading conditions, it is difficult
to solve using only numerical or analytical tools. This work presents software developed, MT
Tremula, based in the LabVIEW, to obtain the natural frequencies for any mechanical system.
In order to validate the developed Software a clamped-free beam was analyzed. The results
experimentally obtained were compared with the numerical ones achieved using the ADINA
finite element program.

1. INTRODUCAO ruido e a vibragBes. A partir dos anos 30’s,
devido ao interesse em compreender de
forma eficaz o desempenho dinamico de
diversos componentes mecanicos, observou-
se um crescente aumento no estudo da
resposta dinamica das estruturas. As teorias
classicas de andlise de corpo rigido eram

Alguns dos problemas frequentes que
surgem em estruturas mecanicas sdo
originados pelo comportamento dindmico
gque as mesmas apresentam, como por
exemplo quando sdo quando expostas a
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inadequadas para o estudo de problemas
dindmicos. Da mesma forma, as teorias
baseadas em métodos de analise elastica, as
quais obrigam ao uso da resolucdo de um
conjunto de equac0es diferenciais, ndo eram
eficazes na analise de problemas dindmicos
(Ramsey, 1993). Durante os anos 60’s
verificou-se 0 desenvolvimento do algoritmo
da transformada de Fourier (FFT), em que o0s
sinais obtidos no tempo podiam ser
processados de forma mais répida através da
conversdo para o dominio da frequéncia. A
invencgdo da FFT por JW Cooley e J.W. Tukey,
em 1965, veio revolucionar as técnicas
experimentais usadas na dindmica estrutural.

A analise modal é um processo que
permite descrever qualquer estrutura em
funcdo das suas caracteristicas naturais, tais
como: frequéncia, amortecimento e modos
de vibracdo (propriedades dindmicas). Os
modos de vibracdo séo inerentes a estrutura.
De acordo com Schwarz and Richardson
(Schwarz, 1999) cada modo é definido a
partir da frequéncia natural (ou ressonancia
modal), modo de amortecimento e modo de
vibracdo. Se as propriedades, ou as
condigcdes de fronteira, dos materiais em
estudo forem alteradas os modos também o
sdo. Segundo Avitable (Avitabile), o
conhecimento dos modos de vibracdo e a
forma de como a estrutura vibra quando
excitada ajuda o projetista a melhorar o
produto final obtido. A analise modal é cada
vez mais utilizada no projeto dos mais
variados componentes nas inddstrias
automovel, aerondutica, informatica, de
equipamentos desportivos, entre outras.

Com o objetivo de se determinar uma
representacdo fiavel da dindmica de um
sistema recorre-se, normalmente, a anélise
experimental. O componente € sujeito a
excitacdo dindmica sendo a sua resposta
analisada. Desta forma é possivel obter uma
imagem realista do comportamento
dindmico do sistema em estudo. Esta area da
dindmica estrutural € conhecida como
Anélise Modal Experimental (AME). A
AME tem sido cada vez mais utilizada pelos
investigadores na area da engenharia, por
exemplo, como forma de conseguirem
determinar pardmetros modais, tais como as
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frequéncias proprias de vibracdo, modos
proprios de vibracdo e coeficiente de
amortecimento (Jassim, 2013). Desde o
desenvolvimento da FFT que a andlise
modal foi sendo cada vez mais utilizada nos
mais variados ramos de investigacdo, tais
como acoplamento de subestrutura, detecédo
de danos e vibro-acustica (Maia, 2001). A
funcdo de resposta em frequéncia (FRF) é
uma medida fundamental para separar as
propriedades dindmicas inerentes a estrutura
das suas propriedades mecanicas. Os
parametros modais sdo entdo determinados a
partir das medigoes das FRP’s. No presente
trabalno  apresenta-se o  Software
TREMULA, desenvolvido na plataforma
LABView, e que permite determinar as
frequéncias proprias de sistemas mecanicos,
através da aplicagdo dos conceitos da
Analise Modal Experimental.

2. MECANICA DAS VIBRACOES

Para 0 estudo do comportamento
dindmico das mais variadas estruturas é de
extrema importancia a analise das vibracoes
que podem surgir. Esta analise pode
contribuir para um incremento na
manutencdo preventiva de maquinas, em
estudos da resisténcia de materiais, entre
outros. Por vibracdo entende-se qualquer
movimento repetitivo num determinado
intervalo de tempo. Assim, a teoria das
vibragbes  analisa 0s  movimentos
oscilatorios dos corpos, bem como as forgas
a eles associadas. Para a analise do
comportamento dindmico de qualquer
estrutura é necessario a identificacdo correta
das caracteristicas mecanicas da mesma, ou
seja, dos seus parametros modais.

2.1. Parametros Modais

Apesar dos sistemas fisicos reais serem
considerados ~ continuos, isto &, ~com
propriedades fisicas bem distribuidas e o seu
comportamento explicado através de equacoes
diferenciais de derivadas parciais, € comum 0s
mesmos serem descritos através de equacoes
diferenciais ordinarias (EDO), isto &, equacdes
que envolvem as derivadas de uma funcéo
desconhecida de uma sé variavel.
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Para um sistema discretizado com 1 grau de
liberdade (GDL), em que os parametros em
estudo sdo a massa m [kg], a rigidez elastica k
[kg 5], 0 amortecimento ¢ [kg.s™], a EDO que
define a oscilac&o livre é:

x(®+2EwW, x () +W2x(t) =0 (1)

onde:

W. =

n

LS )
m
c

= 3
§2km ®3)

sendo x (t) a posigdo do sistema, X (t)
e x (t)a segunda derivada (aceleracdo) e a
primeira derivada (velocidade) da funcéo
X(t), wn a frequéncia natural e & o fator de
amortecimento. Para &<1, verifica-se a
oscilacédo do sistema e a solugéo da equagéo
diferencial é dada pela equacéo (4):

x(t)=e"" Acos(w, t—B) ()

sendo A e B constantes determinadas pelas
condi¢Bes iniciais. A resposta vem em
funcdo de uma componente exponencial &, e
de outra componente oscilatoria, frequéncia
natural amortecida, wq [rad s] dada pela
equacéo 5.

W, =W, [1-&° (5)

A principal diferenca entre os sistemas
com 1 GDL e outros com maior nimero de
GDL é o facto de para estes ultimos a
resposta ser obtida através da configuracdo
do sistema a vibrar. Para um sistema com
varios graus de liberdade o estado natural de
vibragdo corresponde a uma determinada
configuracdo de deslocamentos, designada
por modo de vibragdo do sistema. Um
sistema com varios graus de liberdade, tem
tantos modos de vibragdo quanto o numero
de GDL. Cada modo de vibragdo fica
definido pela forma espacial que apresenta,
pela sua frequéncia natural e amortecimento.
Estes parametros, conforme ja referido, séo
designados por parametros modais e podem
ser determinados através das propriedades
do sistema (massa, rigidez, etc.) e pelas
condicdes de fronteira. O movimento real do

sistema serd dado pela combinagdo linear de
todos 0os modos, dependendo do modo de
excitacdo inicial e da influéncia relativa de
cada modo no movimento global.

2.2. Funcdo de Resposta em Frequéncia
(FRF)

A FRF é uma medida fundamental que
permite separar as propriedades dinamicas
inerentes ao sistema da estrutura mecanica.
No caso de sistemas lincares as FRF’s
permitem o calculo dos pardmetros modais
experimentais através de metodos que
ajustam os coeficientes de uma expressdo
tedrica para a FRF, para que o modelo
tedrico consiga reproduzir com a maior
exatiddo possivel os dados experimentais.
De uma forma simplista a FRF descreve a
relagdo entrada-saida de 2 pontos de uma
estrutura como funcdo da sua frequéncia
(Schwarz, 1999). A Figura 1 ilustra o fluxo
de analise modal.

Aquisicéo Computacio Extracdo dos
de estimulo das FRF parametros
de resposta modais

Fig 1 - Fluxo de anélise modal experimental.

De acordo com Ferreira (Ferreira, 2014)
um sistema linear submetido a um sinal de
entrada sinusoidal de frequéncia o,
apresenta na sua saida um sinal também
sinusoidal, de mesma frequéncia, porém de
amplitude e fase diferentes. Em fungéo da
variavel de resposta escolhida para o sistema
podem ser obtidas varias FRF’s. Se a
varidvel de saida é a velocidade a FRF
designa-se por Mobilidade, no caso de ser o
deslocamento por Receptancia, se for a
aceleracdo a FRF denomina-se Acelerancia
ou Inertancia. No presente trabalho optou-se
pela aceleracdo como variavel de saida. A
acelerancia (H(w)) pode ser interpretada
fisicamente como sendo uma forca de
entrada sinusoidal com uma frequéncia ® a
produzir uma aceleragdo de saida sinusoidal
com a mesma frequéncia, mas com
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amplitude multiplicada por um fator
|H (a))| estando as fases de entrada e saida

desfasadas de um angulo ZH(w). A

acelerancia é uma quantidade completa, isto
é, apresenta magnitude e fase. Para o0 caso
mais simples, com 1 GDL, as expressoes de

magnitude de acelerancia ( |H (a))|) e fase

da acelerancia ( £LH(w)) estdo indicadas
nas equacoes (6) e (7), respetivamente:

0)2
H (w)|= /n (6)
\/(a)nz—a)z) +(2§a)a)n)2

2
@, —w

ZH(w) =tan‘1(2€ﬂJ—7r (7)

onde m ¢ a massa do sistema e w,a

frequéncia natural ndo amortizada. No caso
de um sistema com vérios GDL a FRF ¢
obtida pela sobreposicdo das respostas do
sistema para cada um dos modos existentes.

3. SISTEMA DE ANALISE DESEN-
VOLVIDO

Através do software desenvolvido,
denominado MT Tremula, é possivel a
realizacdo de todas as tarefas associadas a
analise modal experimental: aquisicéo,
determinacdo da funcdo de resposta em
frequéncia e dos parametros modais. Cada
uma das tarefas indicadas é realizada de
forma independente através de um mddulo
ao qual se acede a partir do menu principal.
Toda a informacdo obtida em cada uma das
etapas € armazenada, de forma coerente e
ordenada, em ficheiros de dados com
formato préprio da National Instruments
(TDMS).

3.1. Aquisicao de dados

Em analise modal experimental existem
duas formas para a excitacdo da estrutura: o
shaker, que é um excitador eletrodindmico, e o
martelo de impacto. No shaker o sinal que entra
¢ convertido num campo magnético alternado
que alimenta uma bobine, ligada a parte mével
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do aparelho e a estrutura. Para a utilizacéo deste
excitador € necessario garantir a ligacao entre a
plataforma sustentadora do excitador e a
estrutura, pelo que normalmente se recorre a
um transdutor de forca. A frequéncia e a
amplitude sdo controladas independentemente
(White, 1971). O martelo de impacto é também
um método utilizado na excitacéo de estruturas.
Com o0 martelo de impacto sdo necessarios
maiores tempos na fase de anélise, bem como
no processo de medidas, sendo, no entanto, um
modo bastante simples de excitar as estruturas.
Ligado ao impactor do martelo existe uma
célula de carga que avalia a magnitude de forca
sentida pelo impactor que é igual e oposta a
aplicada a estrutura (White, 1971). Do ponto de
vista tedrico ndo existe diferenca nas FRF’s
obtidas pelos 2 modos de excitacdo. Contudo,
existem alguns fatores na aplicacdo que 0s
distinguem. Os martelos de impacto interferem
pouco com a estrutura, ao contrario do shaker
que ao ser montado sobre a estrutura altera a sua
massa e pode alterar a constante elastica.
Também o fator econdmico deve ser tido em
conta tornando o martelo de impacto mais
competitivo. No presente estudo o software
desenvolvido, MT Tremula, utiliza 0 martelo
de impacto como excitador. Os modos de
vibracdo s sdo passiveis de detecdo caso o
componente seja excitado com uma quantidade
de energia suficiente para o modo de
frequéncia. Assim, € facil entender-se que é
fundamental controlar a quantidade de energia
transferida do martelo para a estrutura, bem
como a sua distribuicdo em toda a gama de
frequéncias.

3.2. Determinacédo da FRF

As FRF foram definidas como sendo a
relacdo da transformada de Fourier (FFT) nos
sinais de entrada e saida. Sendo a estrutura
excitada por um sinal em funcdo do tempo a
passagem deste para 0 dominio da frequéncia é
realizada pela FFT. Apos a obtencéo dos dados
de entrada e de saida € possivel a determinacéo
das FRF’s, por 3 formas distintas, consoante se
queira minimizar o efeito do ruido de saida, Hy;
de entrada, Hz, ou de ambos, Hy. No presente
estudo optou-se por minimizar o ruido de saida.
Considere-se uma sequéncia de nimeros reais

{n} por {FFT (n)} entende-se a sequéncia
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completa que permite a obtencdo da
transformada discreta de Fourier. Sendo {S} e

{R} as sequéncias de estimulo e resposta para

cada um dos N elementos, respetivamente, a
FRF pode ser calculada pela equacéo 8:

_ SSR ()
H, (@) 5. (@) (8)
em que
{SSR(CO)}:{FFT(R)}I\TZ{FFT*(S)} o)
(5]
(50 01} FLOIET N

Ser (@) é a funcdo densidade espectral
cruzada de f(t) - intensidade da funcdo no
instante de tempo t, e X(t) - sinal de resposta
no instante t. S (@) € a funcéo densidade
espectral de poténcia, e descreve o conteldo
espectral do sinal original f (t ). A funcéo
S¢s (w) € uma quantidade real, enquanto

que Sg (@) é uma grandeza complexa. Em
conjunto com a FRF é necessario a

determinacdo da funcdo de coeréncia, 7/2,
que é a funcdo densidade espectral de
poténcia. Esta funcdo vai atuar como um
indicador da qualidade da FRF obtida,
quantificando a proporcdo de energia do
sinal de resposta correlacionada com o sinal
de excitacdo. A funcdo de coeréncia é
determinada de acordo com a equagéo (11):

2 |S_SR (a))|2
- S_ss () XS—RR (@)

/4 (11)

em que S, (@) representa a funcéo

densidade espectral do sinal de resposta. De
acordo com Ewins (Ewins, 2000) o valor de
coeréncia esta compreendido entre 0 (quando
nao se verifica correlacdo entre o estimulo e a
resposta) e 1 (a energia de resposta tem a sua

origem a 100% do estimulo). Sendo }/2

utilizada para aferir a qualidade da medicéo
efetuada, facilmente se compreende que o valor
desejado para a mesma se deve situar proximo

de 1. Para a obtencdo dos valores médios das
fungdes de densidade espectral, S, (@),

S (@) e Sgs (@), foram realizados neste

trabalho 5 ensaios de estimulo e resposta. O
software desenvolvido permite ao utilizador
escolher qualquer nimero superior a 3.

3.3. Estimacé&o dos parametros modais

No médulo “Extract Modal Parameters” o
utilizador pode estimar as frequéncias naturais
e o fator de amortecimento a partir da FRF
determinada. No presente estudo foi utilizado o
método de extracdo de parametros, Fracdo
Polinomial Racional (RFP) de acordo com o
apresentado por Richardson (Richardson,
1982). Para uma gama de frequéncias obtidas
pelo utilizador, atraves dos cursores, é possivel
obter-se uma fungdo polinomial que se ajusta a
FRF. A partir desta funcdo as frequéncias
naturais e os fatores de amortecimento
podem ser estimados. A funcdo de ajuste vai
variando dinamicamente de acordo com a
gama de frequéncias e do numero de modos
escolhidos. Em qualquer altura do processo
¢ possivel guardar na MT File que esta a ser
usada, a fungéo de ajuste com os dados das
frequéncias e os fatores de amortecimento
associados.

4. MATERIAL E PROCEDIMENTO
EXPERIMENTAL

Utilizando a andlise modal e o software
desenvolvido, MT Tremula, foram deter-
minadas as frequéncias naturais dos 3
primeiros modos de vibracdo de uma viga
encastrada — livre, com as dimensdes ilustra-
das na Figura 2.

h = 0,004 [m]

¢ /jb: 0,02 [m]

L |
|

Fig 2 — Dimensdes e condicbes de apoio da viga.

O comprimento L utilizado foi de 300 mm e
de 450 mm, sendo o material constituinte da
viga aluminio (Al) e ago, com propriedades
indicadas na Tabela 1.
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Tabela 1 — Propriedades dos materiais.

E [GPa] P [kg/m®]
Al 69 2700
Aco 205 7870

Para a realizagdo dos ensaios experimentais,
por recurso a0 MT Tremula, utilizou-se a
montagem experimental apresentada na Figura
3. Esta é constituida por um acelerometro
triaxial (ICP® Triaxial Acelerometer, Modelo
356201); um martelo de impacto (ICP® Impulse
Force Test Hammer, Modelo 086D80) e um
sistema de aquisicdo de dados (NI USB-9234).
Nos ensaios a resposta é adquirida a 30 mm da
extremidade livre.

(b)

Fig 3 — (a) Montagem experimental; (b) Viga
encastrada e martelo de impacto.

No total foram realizados 60 ensaios de
estimulo-resposta correspondendo a 5 testes
em cada ensaio com 3 ensaios em cada
combinacdo variacdo de comprimento da
viga — material. Uma vez obtidos o0s
resultados é possivel a determinagdo das
FRF’s correspondentes ao eixo z do
acelerometro (eixo perpendicular a viga),
bem como as funcBes de coeréncia.
Posteriormente determinam-se as
frequéncias caracteristicas, sendo que para
cada combi-nacdo em estudo se realiza a
média dos ensaios realizados. A interface
com os resultados obtidos pelo software
apresenta-se na Figura 4.
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Extract Modal Parameters

Fig 4 — Resultados obtidos com 0 MT Tremula.

5 - ANALISE NUMERICA

A teoria de Euler-Bernoulli (E-B),
simplificacdo da teoria linear da elastici-
dade, pode ser aplicada ao caso de vigas e
permite avaliar o seu comportamento dina-
mico. De acordo com E-B as frequéncias
caracteristicas de uma viga sdo determinadas
pela equagdo (12) (Naguleswaran, 2002;
Villalobos, 2009):

fi:ﬁ—iz2 E[Hz] i=1,23 (12
27[L\/,0A

em que E é o médulo de Young do material, p
a massa volimica do material, L o
comprimento livre da viga, A a area da sec¢do
e | o momento de inércia da viga. £ € um

parametro que depende das condi¢des de apoio
(ver tabela 2).

No presente trabalho foram realizadas
simulagBes numéricas com recurso ao
método dos elementos finitos, usando o
programa comercial ADINA. Recorreu-se a
um elemento 3D Solid, com 4 no6s por
elemento tendo-se usado 120 elementos.

Tabela 2 - :B| no caso de uma viga encastrada -live

I
1,8751
4,6936
7,8543

I
WIN|F-

6. RESULTADOS

Os resultados obtidos experimentalmente
foram comparados com o0s resultados
determinados numericamente por recurso ao
ADINA e analiticamente de acordo com E-B.
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Depois de obtidos os valores para as 3 primeiras

frequéncias de vibracdo avaliou-se a variacdo

entre 0s resultados experimentais e 0S

numéricos (D), recorrendo a equacéo (13):
f,—f

D[%] = % *100 (13)

N

emque f, representaa frequéncia determi-

nada numericamente e f_. a frequéncia
obtida experimentalmente.

Na figura 5 estdo representadas as condigdes
de fronteira e a malhagem utilizada e na figura
6 os resultados para a primeira frequéncia de
vibragdo no caso do aco, variando o0
comprimento da viga. Nas tabelas 3, 4 e 5 estédo
resumidos todos os resultados obtidos. Para se
aferir a influéncia do numero de nds por
elemento, realizaram-se novas simulaces, para
0 caso de L =300 mm, tanto para 0 ago como

Fig 5 — Malhagem e condices de fronteira.

HODE HMAG 0.006570

(b)

Fig 6 — 1° modo de vibracéo a flexdo da viga em
aco: (@) L =450 mm; (b) L = 300 mm

para o aluminio, com o elemento 3DSolid de
27 nos por elemento, tendo-se utilizado
28800 elementos. Os resultados obtidos com
este elemento sdo apresentados na tabela 6.

Por comparagdo entre o0s resultados
obtidos a primeira constatacdo que se pode
retirar € que ndo se justifica a simulacdo
numérica com um elemento “mais pesado”
visto que as diferengas observadas entre os
resultados obtidos ndo sdo significativas.

Tabela 3 — 12 frequéncia de vibracéo [Hz].

L=300 L=450
mm mm

Experimental 34,44 15,58
MEF (4 n6s) Al 36,29 16,13
E-B 36,30 16,13
Experimental 33,29 15,17
MEF (4 n6s) Aco 36,33 16,15
E-B [HZ] 36,64 16,29

Tabela 4 — 22 frequéncia de vibragéo [Hz].

L=300 L=450
mm mm

Experimental 219,11 99,11
MEF (4 n6s) Al 227,40 101,54
E-B 227,44 101,08
Experimental 209,16 95,72
MEF (4 n6s) Aco 232,90 103,60
E-B [HZ] 229,59 102,04

Tabela 5 — 32 frequéncia de vibragéo [Hz].

L=300 L=450

mm mm
Experimental 624,14 277,41
MEF (4 n6s) Al 636,70 282,82
E-B 636,90 283,07
Experimental 596,39 264,72
MEF (4 nos) Aco 642,60 303,70
E-B [HZ] 642,91 285,74

Tabela 6 — Elemento 3D Solid com 27 nés.

Frequéncia [Hz] L=300 mm
12 36,29
28 Al 227,27
32 635,65
12 36,64
28 Aco 229,45
32 641,78

De realgar também que os maiores
valores determinados para D se observam no
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caso do aco, mas nunca ultrapassando os
12%. No caso da viga em aluminio os
valores de D nunca ultrapassam o0s 5%, o que
para comparacdo entre valores numéricos e
experimentais é claramente satisfatorio. A
maior diferenca de valores detetada para o
aco pode ser justificada pela imprecisédo do
valor do E e de p adotados, ja que os mesmos
ndo foram determinados neste estudo, mas
sim estimados com base em valores da
literatura. No caso do aco, o valor
considerado apresenta uma gama de erro
entre [9,19% - 6,22%], enquanto que no caso
do Al esse erro se situa nos [5,21%-2,00%].
A E-B é muito utilizada na determinacao de
frequéncias proprias de vigas e veio
confirmar os resultados numéricos, como era
espectavel.

7. CONCLUSOES

Em funcéo dos resultados apresentados é
possivel constatar-se que existe
concordéncia entre as frequéncias obtidas
numericamente e as  determinadas
experimentalmente recorrendo ao software
MT Tremula. Assim, pode-se concluir que o
MT Tremula se apresenta como uma
ferramenta Gtil, rdpida e fiavel, na
determinacdo das frequéncias préprias de
vibracdo de componentes estruturais.
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