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RESUMO

Um método livre de elementos, baseado numa formulacdo de Galerkin (EFGM), é
apresentado para efeitos de analise ndo linear material de Estruturas anisotropicas tipo
Placa e tipo Laminado composito simétrico. A Teoria de Reissner-Mindlin é considerada
para efeitos de definicAo dos campos de deslocamentos e deformacdes. Para efeitos de
construcdo das funcdes de forma considera-se o método dos minimos quadrados ponderados.
Faz-se uma breve descricdo do algoritmo de solucédo utilizado para efeitos de solucdo do
problema anisotropico elasto-plastico. A superficie de cedéncia utilizada é apresentada.

1. INTRODUCAO

Neste trabalho o método sem malha
utilizado é o EFGM, o qual utiliza na
construgdo das fungbes de forma a
aproximacdo pelo método dos minimos
quadrados, inicialmente  proposta em
[Nayroles (1992)]. O estudo de problemas
elésticos  bidimensionais € iniciado em
[Belytschko (1994)] e tem continuacdo em
[Dolbow (1998)]. Procedeu-se posteriormente
[Belytschko (1996); Belytschko (1996)] a
analise de placas finas recorrendo ao EFGM.
A andlise de placas espessas, com recurso ao
EFGM, com a formulacdo de Reissner-
Mindlin é apresentada em [Donning (1998)].
Esta formulacdo foi também considerada em
[Nukulchai (2001)] com algumas
modificacbes de forma a evitar o fendbmeno
da retencéo ao corte. A analise pelo EFGM de
laminados simétricos € apresentada em
[Belinha (2004)]. No éambito da analise
elasto-plastica o EFGM foi inicialmente
aplicado a dindmica da fractura [Belytschko
(1995); Belytschko (1996)], a problemas de
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fendas e sua evolucdo [Belytschko (1995); Xu
(1998)] e posteriormente a problemas
bidimensionais [Kargarnovin  (2003)] e
tridimensionais [Belytschko (1997); Barry
(1999); Belytschko (1999)].

Este trabalho pretende estender o EFGM
a andlise elasto-plastica de solidos 2D,
estados planos de tensdo e de deformacéo, e
de laminados simétricos com comportamento
material anisotropico. Apresentam-se
aplicacbes do meétodo para sélidos com
comportamento  material  isotropico e
anisotrépico e comparam-se 0s resultados
com solugdes referenciadas e com as solugdes
obtidas com o0 MEF.

2 - METODO LIVRE DE ELEMENTOS
DE GALERKIN

O EFGM é considerado um método
sem malha pois apenas € necessario, para
gerar as equacdes discretas, um conjunto
de nobs, aleatoriamente espalhados no
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dominio do problema, e uma descricdo das
fronteiras fisicas e de carga do sélido. O
EFGM emprega o0s aproximadores do
Método dos Minimos Quadrados (MLS) na
construcdo das funcBes de forma com vista
a aproximar a funcéo u"(x), campo de
deslocamentos aproximado, da funcéo
u(x), campo de deslocamentos real da
peca. A forma fraca de Galerkin é usada
para desenvolver o sistema discreto de
equacdes. E usada uma malha de células de
integracdo para efeitos de célculo dos
sistemas matriciais.

2.1 - Aproximadores MLS

A aproximacdo pelo MLS é construida
a partir de trés componentes:

1. Uma funcdo de peso de suporte
compacto associada a cada né.

2. Uma base, usualmente um
polinémio.

3. Um conjunto de coeficientes
dependentes da posi¢do de cada no.

A funcdo de peso deve ser diferente de
zero sobre um pequeno dominio na
vizinhanca de X, e zero fora deste,
denominado por dominio de suporte da
funcdo de peso. O dominio de suporte da
funcdo de peso define o dominio de
influéncia de x;, que € o dominio sobre o
qual 0 n6 | contribui para a aproximagcéo. E
a sobreposicdo destes dominios que
garante a conectividade entre nds. A
aproximacdo u"(x) da funcdo u(x) é
definida no dominio © como,

)= p0a =P (9-a0) (1)

sendo p(x) os mondémios no espaco das
coordenadas x' = (x,y) escolhidos de tal
modo que a base seja completa
[Belytschko  (1994)]. Neste trabalho
recorreu-se a base polinomial linear para a
analise de problemas bidimensionais e a
base quadratica para a analise de
problemas de laminados.

p(x)={1 x vy} m=3 2
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p)={1 x y x* xy y} m=6(3)

Os coeficientes a(x) sdo funcdes de x e
podem ser representados por,

a(x) ={a,(x),a,(x).....a, (X)} (4)

Estes coeficientes sdo obtidos, para
qualquer ponto X, minimizando a norma
pesada discreta J,

J:iw(x—x,)[uh (anu)_ul}z -
= Swlx-x)[p (a9 -u ]

()

onde n € o numero de nés no interior do
dominio de influéncia de x,, dentro do qual
w(x-x,)=0, e u € o parametro nodal de
uem X = X. A minimizacdo de J em
relacdo a a(x) leva a seguinte relagdo linear
entre a(x) e u,

A(X)a(x)=B(x)u (6)
a(x) =A(X) “B(x)u (7)
onde,

A =D w(x-x,) POG)PT () ®)
B = w(x—x)p"(x) (©)
u:im (10)

Substituindo a equacéo (7) na equacdo (1),
a funcdo de aproximagdo do MLS para o
campo de deslocamentos pode ser definida
como,

1) =3 p,)(AX) BX) U, =
Z? ( ) (12)

=3 0,01,

onde as fungbes de forma ¢,(x) séo
obtidas com,
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0,00= 3.9, 00 (AK) " B(), =

- pTA—lB |

(12)

As derivadas parciais da funcdo de forma
podem ser obtidas como,

009, =(pTA"B), = (13)

= pT,x A71 BI +pTA71,x BI +pT A71 Bl,x

A pode ser determinado com
A*, =-A"A, A", onde o indice
representa a derivacao espacial.

Na escolha da funcdo de peso ¢é
importante ter em atencdo dois aspectos. E
a funcdo de peso que confere a
continuidade a funcdo de aproximacao e a
sua escolha afecta directamente 0s
resultados obtidos pelo EFGM [Dolbow
(1998)]. Neste trabalho s&o usadas duas
funcbes de peso, a spline cubica, com
continuidade C', apresentada na equaco
(14) para problemas bidimensionais e a
spline de sétima ordem, com continuidade
C?, apresentada na equacéo (15).

(2/3)—4r* +4r° r<o0s5 14)

W(X—x,)=w(r)=1(4/3)—4r+4r*—(4/3)r* 05<r<1.0
0 r>1.0

1+{—£er +12r* +(-10)r° w1 +§r7 r<1.0
w(xX—-x,)=w(r)= 10 2 5
0 r>1.0

(15)

Definindo a distancia entre o ponto de
interesse X; € 0 nd x no interior do dominio
de influéncia do ponto de interesse como d,
= || x — xi||, entdo r, na equacédo (14), pode
ser definido como r = d;/ dmy, onde dy € 0
tamanho do dominio de influéncia do
ponto de interesse I. De forma a obter-se a
equacdo (13) é necessario determinar-se a
derivada da fungéo de peso.

2.2 - Sistema de equac0des
Aplicando a forma fraca de Galerkin,

:

[.3(Lu) c(Lu)de-[ su"bdQ-

_J‘r SqudF—SL %(u-uo)Ta(u-uO)drzo
(16)

Como o ultimo termo da equacdo (16)
indica, 0 método usado na imposicdo das
condigbes de fronteira essenciais é o
Método da Penalidade [Liu (1998)]. Os
factores de penalidade em o sdo
constantes sobre todo o dominio, sendo
a; =1.0x10" x(maximo  elemento  da

diagonal da matriz de rigidez) onde j é o
nimero de graus de liberdade por no
[Zienkiewicz (1989)]. Com a equacdo (16)
obtém-se 0 seguinte sistema matricial,

[K+K*|[U]=[F+F] (17)

onde K é a matriz de rigidez global
assemblada usando,

K, =B/ "cB,dQ (18)

Para o Estado Plano de Deformacéo,

2
Ly _ Ly Uz

Ei_? E, E 0
1 3 2 23 (19)
cl= Ly Ly 1 vy 0
E, E, E, E
0 0 1
L Glz .

enquanto que para o Estado Plano de
Tensao,

E e
4 0112 12 (20)
cl=|-22 = 0
1 E2
0 o L
L G12
A matriz B ¢ definida por,
NP}
gT_| X oy (21)
o
oy oOX
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Para os laminados,
=T QT 22)
i

onde n € o numero de camadas do
laminado, T; é a matriz de transformagao
da camada j e Q; é a matriz material da
camada j.

E, E vy 0 0 0
1-v,v, 1-vp0,
E, v E
2 V12 2 0 0 0 (23)
Q= 1-v,0,  1-v,0;
0 0 G, O 0
0 0 0 G, O
i 0 0 0 0 G31_
cos’ 0 sin’ 0 —sin20 0 0 (24)
sin’0 cos” 0 sin 20 0 0
T,=|sin0-cos® -sinB-cos® cos’0-sin’0 0 0
0 0 0 cos® —sin6®
0 0 0 sin® cosO

sendo ¢ a orientagdo da camada j. A
matriz B é definida por,

__% 0 _ O - 0
ox oy '
2
S B
oy OX
0 0 0 % b
L ox oy |

onde ¢, é a funcéo de forma do no i. A

matriz K* é a matriz dos factores de
penalidade,

Ki=] ¢ ad,dr (26)

o € a matriz diagonal de nxn elementos (n
€ 0 numero de graus de liberdade por no) e
¢, € também uma matriz diagonal nxn,
com os termos da diagonal iguais a um

quando o respectivo grau de liberdade esta
condicionado e zero se contrario. O vector

F* ¢é definido por F! :jr ¢/ au,dl e

representa as forcas que resultam da
imposicdo das condigbes de fronteira
essenciais.

70

2.3 - Integracdo numérica

A malha nodal a usar pelo EFGM pode
ser constituida por nds aleatoriamente
espalhados no dominio do problema, no
entanto é necessario construir uma malha de
fundo para efeitos de integragdo de forma a
obterem-se as equacles que regem O
fendbmeno em estudo. Neste trabalho utilizou-
se uma malha de integracdo de pontos de
quadratura de Gauss baseada na malha de
nds, uma vez que apenas foram consideradas
malhas nodais regulares. A relagdo entre o
namero de pontos de integracdo e 0 numero
de nbs esta dependente de diversos factores,
tais como a ordem da base polinomial, a
ordem da funcédo de peso e o nimero de nds
no interior do dominio de influéncia [Belinha
(2004)].

Assim no caso dos problemas
bidimensionais usando um nudmero minimo
de 20 nds no interior de cada dominio de
influéncia, uma base polinomial linear e uma
“spline” clbica sugere-se 0 uso de 4x4 pontos
de quadratura de Gauss dentro de cada célula
de integracdo, tal como a figura 1(b) indica.
No caso da anélise de laminados usando um
namero minimo de 16 nos no interior de cada
dominio de influéncia, uma base polinomial
quadratica e uma “spline” de sétima ordem, o
uso de 6x6 pontos de quadratura de Gauss
dentro de cada célula de integracéo, tal como
a figura 1(c) indica, parece ser o mais
adequado.

B B
B B
R R
B ] B
S Rk
R L
R
B B
R R
B ] B
S Rk
B B

L] . L]

(a) (b) (c)

Fig 1 - (a) Malha nodal e correspondente (b) malha de
fundo de integracéo de 4x4 pontos de quadratura de
Gauss por célula de integracéo e de (c) 6x6 pontos de
quadratura de Gauss por célula de integragéo

3 - PLASTICIDADE APLICADA AO
EFGM

A teoria da plasticidade requer trés
conceitos fundamentais [Hill (1950)], um
critério de cedéncia, uma regra de
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encruamento e uma regra de escoamento
pléstico.

A existéncia de uma superficie de
cedéncia inicial define o limite eléstico do
material para um estado multiaxial de
tensdo. O critério de cedéncia depende do
estado da tensdo e da historia do
carregamento, podendo ser definido pela
equacdo (27). A superficie de cedéncia é
dependente de um parametro de
encruamento k, no caso do material ser
isotropico, a superficie de cedéncia
depende apenas da magnitude das tensbes
principais aplicadas e é independente das
correspondentes orientacdes.

F(o,k)=f(o,k)-0o,(k)=0 (27)

sendo f(o,k) a funcdo de cedéncia

dependente do parametro de encruamento
k e do estado de tensdo. A tensédo de
cedéncia do material é também dependente
de k e é definida por o (K) .

3.1 - Superficie de cedéncia anisotropica

O critério de cedéncia anisotropico usado
neste trabalho é o critério generalizado de
Huber-Mises  [Hill ~ (1950)], também
conhecido por critério de cedéncia de Hill,
para  materiais com  comportamento
anisotropico. Para problemas de placas com a
formulacéo de Reissner-Mindlin, a fungéo de
cedéncia generalizada é definida por,

XX yy yy

) (28)

2 2 277 _ =
+a4Ts, +8,T, +85T5 |P =5

f(o)= [alcsxx2 +2,6, 6, +a,0, %+

Sendo a; os parametros anisotrépicos do
material. A equagdo (28) pode ser
apresentada na forma,

f(o)=6=|c'M, cjé (29)

Onde o é o vector das tensdes e Ma € a
matriz de pardmetros  anisotropicos
definida por,

a, 2 0 0 o0
2
& 4, 0 0 0 (30)
M, =| 2
0 0 a 0 0
0 0 0 a O
[0 o0 0 a,

Os parametros de anisotropia iniciais, antes
da ocorréncia de encruamento, podem ser
determinados recorrendo a seis testes de
cedéncia independentes. Para cada um
destes seis testes impde-se o anulamento
de todas as componentes da tensdo, na
funcdo de cedéncia, a excepcdo da
componente pretendida. Assim para a
direccdo principal 1, ensaia-se 0 material a
traccdo segundo essa direc¢do e obtém-se o
parametro de anisotropia segundo essa
mesma direcgéo.

dyg :[ % } (31)

Gvio

onde G, € a tensdo de cedéncia uniaxial
na direccdo de referéncia e o, € a tensdo

de cedéncia uniaxial na direccdo 1 antes da
ocorréncia de encruamento. Note-se que se
a direccdo 1 for considerada como direcgéo
de referéncia, entdo a,, =1.0. Da mesma

forma é possivel encontrar os restantes
parametros anisotropicos.

A equacdo (31) indica que o0s
parametros anisotrépicos sdo dependentes
da superficie de cedéncia actualizada. Os
pardmetros de anisotropia Vvado variar
também ao longo do processo de
deformacdo plastica. De forma a
determinar os valores correntes dos
pardmetros de anisotropia, supde-se que 0
trabalho de deformacdo plastica realizado
pelas tensdes em cada uma das direccoes,
para uma dada variacdo da tensdo efectiva
G, € 0 mesmo [Owen (1983); Owen
(1983)]. Assim o trabalho desenvolvido
pela tensdo de cedéncia na direccdo 1
supondo uma variagdo linear do
encruamento no material é definido por,

1 1o, _ _
ng (Gyig+Oy1) = Esp (G,+0) (32)
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e sabendo que,

Oy;—Oyy =Eq 8 (33)
6-6,=E,¢€’ (34)
obtém-se,

2 En/—2 o 2
Ovi = E_(G — G, ) *Ovio (35)

Desta forma o valor actualizado do parametro
de anisotropia pode ser definido por,

al:[i}z _ i (36)

o {?](62 _6§)+G\2/10

Seguindo 0 mesmo raciocinio para 0S
restantes parametros,

a, = iT _ 5’ (37)
, = =
) ET21| '(62 _co)+GY20
E.
- o _,
Ty12 GT12 '<0_2_0_ )+’C
E, 0 Y120
— _ _2 _
a4 = c = _G — S (39)
T _ —
. i ETTZ3_ '(0-2 _Gg)-’_ﬁ(zso
(5T 5
-2 (40)
[ Tvar Gray

—2  —2\, .2
'(G _Go)+ Tyaio

Para se obter o parametro a,,, € necessario

recorrer-se a um novo teste de tracgdo
uniaxial, onde o provete a ensaiar [Owen
(1983); Owen (1983)] € obtido considerando
0 plano material 1-2. Estando o0 eixo do
provete orientado segundo um éngulo B em

relagdo ao eixo 1 e denominando o, como

tensdo de cedéncia uniaxial no plano 1-2
segundo uma orientacdo [, € possivel

estabelecer as seguintes relacoes,
61 =6y =Ovpo -cos’(B)
G, =0,, =0y, -5en’(p) (41)

T2 = Tyy = Oypo ~SEN (B)-cos(B)
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Introduzindo as equagdes (41) na equacao
(28) obtém-se,

5, = |20 005" )]+ [0 500" (B)-c05'(B) ]+ (42)

Nl

+ay [GYIBO -sen’ (B)]z +ay [GYISO -sen(B)- COS(ﬁ)ﬂ

e assim,

—2
(o)

HEETB](&Z—c‘si)}-senZ(B)-cos%B) (43)

ay, =

_a,cos’(B) +a,sen’(B) +a,sen’(B)-cos* (B)

sen’(B) - cos” (B)

Sendo E;,E;,eE;; o0s modulos

tangenciais segundo as direc¢bes 1, 2 e B

respectivamente. Er € o mddulo tangencial
efectivo ou de referéncia. Griz, Gtz € Gra1
representam as inclinacBes das curvas de
tensdo de corte/deformacdo plastica. Estas
grandezas sdo independentes e obtidas
experimentalmente.

Se 0 par de eixos principais do material
(1,2) ndo coincidirem com 0s eixos (X,y)
do referencial global, entdo os parametros
de anisotropia deverdo ser transformados
para o referencial global. Supbe-se agora
que uma dada camada do laminado tem
uma orientagdo 6 em relacdo ao
referencial global, como indica a figura 2.
Entdo aplicando a matriz de transformagao
T, equacdo (24), € possivel escrever a
tensdo efectiva da seguinte forma,

1

f(o) ZGZ[GTMA 0}2
onde

Ma=T"M,T (45)

Ou seja, actua-se directamente nos parametros
de anisotropia, criando uma nova matriz de
parametros anisotropicos que ja contabiliza a
orientagéo da camada do laminado.

Definindo o vector fluxo como,

of of of of of of

a=0f /0o, =

2z Xy yz x
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z
X
Fig 2 - Orientacdo das direccGes principais (1,2) de
elasticidade do laminado em relag&o ao eixo do
referencial global (x,y,z)

e considerando a funcdo de cedéncia
apresentada em (29) obtém-se,

1
——==[a,0,, +8,0,,+ 8,1, |
o
Gf 1 - -
a— = g[ 120 x + aZZGW + a23TXy:|
of 1 - -
Py = g[amcxx +8y0,, + aSSTxy}
Xy
of 1r_ -
? = g[aMTyz T 8455
yz
of  1r_ -
? = gl:a45ryz +A55T :I (51)

3.2 - Retorno das tensGes a superficie de
cedéncia

Neste trabalho, tal como em [Owen
(1980)], o comportamento material €
modulado como uma relagdo incremental
entre o vector do incremento de tenséo do
e o incremento de deformacdo de. Assim o
algoritmo de retorno a superficie de
cedéncia assume que,

1) O incremento de deformacdo total é a
soma do incremento de deformacéo
elastica com o de deformacéo pléstica,

de =de® +dg” (52)
onde do® =c d&®, sendo do® o incremento
de tensdo ainda no interior da superficie de
cedéncia.

2) O criterio de cedéncia é definido por
f(c) <o, onde a fungéo f(c) €é definida
genericamente pela equagdo (44) e o
pode ser definido por,

o, =GY+[E-€§’4] (53)

sendo E o modulo de elasticidade de
referéncia, o, a tensdo de cedéncia de
referéncia e €, a deformacdo pléstica
acumulada efectiva da iteragdo anterior.

3) O factor de reducdo R é dado pela

equacdo (54), onde &%* é a tenséo total
efectiva da actual iteracdo obtida
elasticamente pela equacdo (44) para

oc=05". A tensdo efectiva da iteracdo
anterior é designada por G, ;. (47)

—e_xp *
o O (48) (54)
i ~Oig

(49)
4) A parte elastica e plastica sao definidas

por, (50)
elastica, 6 =(1-R)o?" (55)
plastica, ” =(R)o™ (56)

5) O vector normal a superficie de
cedéncia, ou vector fluxo, € definido por,

_ 0f (o)
a=—— (57)

6) A projeccdo do vector o” no vector
norma do vector fluxo a, e,, é dada por,

Ac? = o [I-[e, |e, e, (58)

onde ||c”| € a norma do vector c”,
[ecp |eaJ ¢ 0 produto interno entre 0s
vectores e _, e e,, sendo e_, 0 vector norma
de ”.

7) A correccdo da parte plastica da tensao
é obtida por,

Ac’ =6’ - Ac? (59)
Assim,
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o =c° +Ac” (60)

No entanto, como € visivel pela figura 3,
ainda ndo se atingiu na realidade a
superficie de cedéncia com a equacéo (60).
Tem de se repetir todo o processo de (1) a
(7), agora com o =\, até se atingir,

f (ci(r) ) <o, +Ae (61)

onde Ae é uma tolerancia de referéncia e
(r) o nimero de vezes que 0 processo foi
repetido.

Na figura 3 € apresentada uma primeira
tentativa de retorno do incremento de tensao
de um dado ponto a superficie de cedéncia.

Fig 3 - Retorno do incremento de tenséo a um
continuo elasto-plastico no caso da cedéncia inicial.

3.3 - Algoritmo de solu¢édo elasto-plastica
pelo EFGM

Neste trabalho o método de solugdo
ndo-linear utilizado ¢ o método da rigidez
inicial [Owen (1980)]. Neste método a
matriz de rigidez é calculada apenas uma
vez, na primeira iteracdo do primeiro
incremento de carga. O algoritmo de
solucdo é apresentado na figura 4.

4 - EXEMPLOS NUMERICOS
4.1 - Membrana de Cook — isotrépica

Considere-se 0 sélido com as carac-
teristicas geométricas e condicdes de fronteira
essenciais representadas na figura 5(a). E
considerado o Estado Plano de Tensao.
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[ Geometria | Propriedudes Materiais [ Condicies de |
| . e gamente

DMalla Nedal Matriz Elastica
* Malla de Integracso Matertal

- [fe)=a,
o =cBu" —»

HOECH

f,=r - [ B'AcdQ o =o' +Ac

2lfea]

TOLER ¥e

H TOLER 210 — ' =1 |

| TOLER <107 |

Fig 4 - Algoritmo de Solucdo ndo-linear utilizado
na analise pelo EFGM

y,v A P
. .
i Ef
e=10m
P2
44
Ly
A~
X, U

[m] 1o 3|
(a) (b)

Fig 5 - (a) Caracteristicas geométricas e condi¢Ges
de carregamento e de apoio do sélido. (b) Malha
nodal regular de 357 nds.

O material da membrana tem as seguintes
caracteristicas mecénicas: E=1E+06 kPa,
Er=1E+03 kPa, o, =200E+03kPa e

v=0.3. Discretizou-se o problema numa
malha regular de 357 nds, como indica a
figura 5(b). Esta é a malha utilizada tanto na
analise pelo EFGM como na analise pelo
MEF. Utilizaram-se na resolucéo do proble-
ma os algoritmos de solucdo ndo-linear KTO e
KT1, sendo o algoritmo KTO o apresentado
na seccdo 3.3 e o algoritmo KT1 o algoritmo
de rigidez inicial por cada incremento, onde a
matriz de rigidez é recalculada no inicio de
cada novo incremento [Owen (1980)]. Na
figura 6 sdo apresentados os resultados refe-
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‘: lf'fl TR ‘ ) 1P \

(@) ' ()

—— MEF KTO —— EFUAL KTD

1 iENm} ikNm)

(© (@)

—=e EFGM KTI

Fig 6 - Diagramas carga/deslocamento. (a) Componente u do deslocamento no ponto P; (b) Componente v do
deslocamento no ponto P; (c) Componente u no ponto P, (d) Componente v no ponto P,

(a) e (b)

—a— 1T KT8 —— o KT

© ' )

Fig 7 - Diagramas das tensdes normais © xx € O yy € de corte T, para (a) f= 2.7625x10* kN/m, (b) f =
5.1x10* KN/m, (c) f = 7.0125x10* kN/m e (d) f = 8.5x10* kN/m

rentes as componentes u e v, segundo X e y
respectivamente, do deslocamento dos pontos
P, e Py, indicados na figura 5, em funcéo da
carga f aplicada.

Apresentam-se seguidamente, na figura
7, 0s diagramas das tensdes normais c xx e
oyy € da tensdo de corte 1y ao longo da
seccdo AA’ para diferentes niveis
crescentes de carga.

A figura 7(a) refere-se a uma carga que
ainda ndo provoca cedéncia em nenhum
ponto do solido. Os digramas de tensoes,
representados na figura 7(b), sdo para uma
carga que provoca a cedéncia de alguns
pontos na seccdo da fronteira. Os
diagramas das figuras 7(c) e 7(d) referem-
se respectivamente ao inicio da
plastificacdo de alguns dos pontos da

seccdo AA’ e da plastificacdo total da
seccdo AA’. E visivel a boa concordéncia
de resultados entre 0 EFGM e 0 MEF.

4.2 - Membrana de Cook — anisotrépica

Considere-se a membrana de Cook
formada com dois tipos de materiais
diferentes como indica a figura 8(a). Sédo
consideradas as hipoteses do Estado Plano de
Tensao.

O material 1 da membrana tem as
seguintes caracteristicas mecanicas, E =
2E+06 kPa, Et = 5E+04 kPa, v=0.25 e
o, =250E+03 kPa e o material 2 tem as

seguintes caracteristicas mecanicas, E =
1E+06 kPa, Er = 1E+03 kPa, v=0.3 e
o, = 200E +03 kPa.
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Discretizou-se o problema com 357 nés

como indica a figura 8(b) e analisou-se o
problema pelo EFGM KTO, pelo EFGM
KT1 e pelo MEF KTO. Na figura 9 séo
apresentados 0s resultados relativos as
componentes u e v do deslocamento dos
pontos P; e P, em funcdo da carga f
aplicada. Tal como no ponto anterior é
visivel a boa concordancia nos resultados
entre o EFGM e o MEF.
Apresentam-se na figura 10 os diagramas
das tensdes normais o xx € Gyy € da tenséo
de corte Ty ao longo da sec¢do AA’ para
diferentes niveis crescentes de carga.

A figura 10(a) refere-se a uma carga que
ainda n&o provoca cedéncia em nenhum pon-

(a) (b)

y.v A P:

T - 40

16.0 f 8.0
e=10m 4.0

4.0 T: @ P,

36.0 @

Ly
A
40 xu

[m 1201— 360 —

() (b)
Fig 8 - (a) Caracteristicas geométricas e condi¢des
de carregamento e de apoio do solido. (b) Malha
nodal regular de 357 nds.

to do sélido. Os digramas de tensdes,
representados na figura 10(b), sdo para uma
carga gue provoca o inicio da cedéncia em
alguns pontos na seccdo da fronteira

(ENw) kN

© @

—— MEF KT0

—— FFGM KT

===s FFOM KTI

Fig 9 - Diagramas carga/deslocamento. (a) Componente u do deslocamento no ponto P; (b) Componente v do
deslocamento no ponto P, (c) Componente u no ponto P, (d) Componente v no ponto P,
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Fig 10 - Diagramas das tensdes normais o € Oy € de corte T, para (a) f= 3.25x10* kN/m, (b) f =
6.0x10" kN/m, (c) f = 8.25x10" kN/m e (d) f = 10.0x10* kN/m
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do problema. Os diagramas das figuras 10(c)
e 10(d) referem-se respec-tivamente ao inicio
da plastificacdo de alguns dos pontos da
seccdo AA’ e a plastificacdo de grande parte
dos pontos da seccdo AA’.

E visivel a boa concordancia de
resultados entre o EFGM e o MEF. Nos
proximos exemplos apenas se aplica o
algoritmo KTO como algoritmo de solucéo
ndo-linear, pois o algoritmo de solugdo ndo-
linear KT1 apresenta um maior custo
computacional em relagéo ao KTO. Este facto
resulta do tempo de célculo da matriz de
rigidez para cada novo incremento ndo
compensar 0 menor nimero de iteracdes
calculadas em cada incremento.

4.3 - Placa quadrada simplesmente apoi-
ada em todo o contorno

Considere-se uma placa quadrada
simplesmente apoiada em todo o contorno.
Este € um exemplo bastante estudado e
cuja solucdo elasto-plastica pelo MEF pode
ser encontrada em [Owen (1980)].

As caracteristicas mecanicas da placa sdo
as seguintes: E= 2.067E+08, Et = 2.067E+06,
o, =2.067E+05 kPa e.v=0.3

Analisou-se 0 problema pelo EFGM e
pelo MEF considerando uma malha regular
de 441 nos (21x21). O resultado do desloca-
mento normalizado do ponto central da placa
em funcdo da carga aplicada é apresentado na
figura 11. Como ¢ visivel o diagrama
carga/deslocamento obtido pelo EFGM é
bastante similar a curva do elemento finito
heterosis, obtida em [Owen (1980)].

VA

L L
10 / — MSM @) s
- MEF 9r (441) Eh
o s

12(1-v?)

e
M,= 0, -
=%

Fig 11 - Diagrama carga/deslocamento normalizado

4.4 - Laminado encastrado

Inicia-se 0 estudo dos laminados com
um laminado encastrado em dois lados
opostos sujeito a um carregamento
uniformemente distribuido, como indica a
figura 12. O laminado € constituido por 3
camadas, como indica a figura 12(b),
constituidas com o mesmo material
anisotropico orientado segundo direc¢des
distintas.

A

—— 20 —
zZ
T y
2.0 P:
L 3
[m] A
(R

@)

LTI I PRI PRI

z ®
0.25 I - 0.1
— n @ 03
P1 01
m 1
My | 1.0 |

(b)

Fig 12 - (a) Caracteristicas geométricas do laminado
encastrado (b) Camadas constituintes do laminado

As caracteristicas mecénicas do material
1, admitindo que os eixos principais de
elasticidade (1,2,3) séo coincidentes com o
referencial global (x,y,z), séo :

E;=200x10°kPa  Ey; =200x10°kPa o vy = 200x10° kPa v, =0.30

E,=100x10°kPa  Er,=100x10°kPa v, = 150x10° kPa v, =0.15
G = 77x10°kPa Gri, = 77x10°kPa 1Ty, = 115.47x10° kPa

Gz3 = Ga1 = G2 Gr3=Gra1=Grz  Tvas= Tvai= Tye
E;, = 200x10° kPa c,= 200x10° kPa @ =45°
E=E Er=En Cy=0v1

O material 2 tem propriedades idénticas
mas esta rodado de 90°. E de notar que o
material além de apresentar anisotropia
material apresenta encruamento anisotropico.
Na analise do laminado pelo MEF, elemento
finito de nove n6s com integracdo reduzida
(MEF 9n), e pelo EFGM, considerando a base
polinomial quadratica e a spline de sétima
ordem como funcéo de peso (EFGM s7p2),
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considerou-se a teoria de Reissner-Mindlin.
Em ambas as analises o laminado foi
discretizado  considerando a  malha
apresentada na figura 13(a).

Para se obter resultados susceptiveis de
comparagéo com 0s anteriores, considerou-se
a placa em sandwich apresentada na figura
12(b), que corresponde ao corte pela secgdo
AA’ do laminado em estudo, sujeita a um
carregamento  uniformemente  distribuido
como indicado. Consideraram-se as hipoteses
do Estado Plano de Deformagdo e analisou-se
0 problema pelo EFGM. Como se trata de um
problema Bidimensional utilizou-se como
base o polindmio linear e como funcdo de
peso a spline cubica (EFGM sp3pl).
Tomando 0s eixos materiais 1, 2 e 3
coincidentes com os eixos globais X, z e y

respectlvamente, obttm-se as segumtes
caracteristicas mecanicas:

Material 1,

Ey=200x10°kPa  Er; =200x10°kPa o v; = 200x10° kPa vy, =0.30
E,=200x10°kPa  Er,=200x10°kPa vz = 200x10° kPa Va3 =0.30
E;=100x10°kPa  Er;=100x10°kPa s = 150x10° kPa Va3 =0.30
G2 = 77x10°kPa  Grip =77x10°kPa  Tyiz = 115.47x10° kPa

G23=G3 = G2 Gr23 = G131 = Gr12 Ty23= Tv3l = Ty12

E=E Er=En Cy=0v1

Material 2,

E,=100x10°kPa  Er; =100x10°kPa o y; = 150x10° kPa vy, =0.30
E,=200x10°kPa  Er,=200x10°kPa vz = 200x10° kPa Va3 =0.30
E;=200x10°kPa  Et3=200x10°kPa s = 200x10° kPa Va3 =0.30

Gz = 77x10° kPa
Ga3 = G3 = Gz
E=E,

Griz = 77x10° kPa
Gr2s = Gra1 = G2
Er=En

Ty12 = 115.47x10° kPa

T2z = Tva = Ty
Cy=0v1

Discretizou-se o problema como indica
a figura 13(b) e procedeu-se a andlise
elasto-plastica do problema pelo EFGM.

(b)

Fig 13 - () Malha utilizada na analise do laminado, 325
nds. (b) Malha utilizada na analise da placa bidimensi-
onal em sandwich, 861 nés.
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Os resultados referentes ao deslocamento
no centro do laminado a flexao, ponto Py, e a0
deslocamento no centro da placa em
sandwich, Estado Plano de Deformagéo,
ponto P;, em funcdo do nivel de carga
aplicado sdo apresentados na figura 14.

f (kN/mn?)
10’
5.5
5L
450
s
350
3l
2481
2
18-
[ —o— MEF 9n
1F —e— EFGM sp7p2
a5k -4 EFGM sp3pl
i} L 1 1 1 L L % 103
1) 1 2 3 4 5 B 7

(m)
Fig 14 - Diagrama carga/deslocamento do centro do
laminado encastrado

Apresentam-se de seguida na figura 15
os resultados referentes a tensdo normal
O xx € a tensdo de corte T,y ao longo da
seccdo AA’ obtidos pelo EFGM sp7p2 e
pelo MEF na face superior da camada
superior do laminado.

Os resultados de ambos 0s métodos
ajustam-se bastante bem ndo havendo
diferencas significativas a referir.

4.5 - Laminados simplesmente apoiados

Considere-se 0 laminado genérico
simplesmente apoiado em todo o contorno
representado na figura 16.

S&o estudados trés laminados distintos,
com diferentes orientacbes por camada
constituidas pelo mesmo material
anisotropico e com a mesma espessura. Todos
os laminados tém uma espessura total h =
0.01 m. As propriedades materiais para a
camada genérica admitindo os eixos materiais
coincidentes com os eixos globais sdo:

E,=250x10°kPa Er;=250x10°kPa ovy=200x10°kPa Vi =025

E, = 10x10° kPa
Gz = 5x10° kPa
Gy = 2X:|.0G kPa
Gay = 5x10° kPa

E=E1

Er, = 10x10° kPa
Gri2 = 5x10° kPa
Grs= 2X:|.03 kPa
GT31 = 5X103 kPa
E., = 250x10°kPa

Er=En

Gv2=200x10°kPa V=001
Ty12 = 115.47x10° kPa

Tyzs = 115.47x10° kPa

Tya1 = 115.47x10° kPa

o, =200x10° kPa @=45°

Cy=0v1
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Tw . ™ | . S | R
() - (h) - (©) o ) - (e)
& MEFYn  —e— EFGM sTp2

Fig 15 - Diagramas das tensfes normais G 4 € das tensdes de corte T, ao longo da seccdo AA’ para (a) f =
2.48x10* KN/m?, (b) f = 3.0x10* kKN/m?, (c) f = 3.705x10" kN/m?, (d) f =4.505x10" kN/m? e (e) f = 5.0x10* kN/m?

Fig 16 - (a) Representacdo geométrica do laminado.

E utilizada uma malha nodal regular de
17x17 nds na analise elasto-plastica pelo
EFGM e pelo MEF. Os diagramas
carga/deslocamento do centro do laminado
para 0 laminado com uma camada com
orientacdo de 0° para o laminado com 3
camadas com orienta¢Ges 0/90/0 e para o
laminado com 5 camadas com orientac¢des
0/90/0/90/0 sdo apresentados respectiva-
mente na figura 17.

E visivel o bom ajuste entre o0s
resultados obtidos pelo EFGM e pelo MEF
para os trés laminados.

Procede-se a apresentacdo, na figura
18, da distribuicdo das tensbGes normais
G xx, a0 longo da espessura, no centro dos
laminados, para crescentes niveis de carga.
Como é visivel existe uma concordancia
perfeita entre 0 EFGM e o MEF. Na figura
19 sdo apresentados os resultados obtidos,
na face superior da primeira camada,

referentes as tensdes normais G xx € Gyy NO
centro do laminado e o0s resultados
referentes a tensdo de corte ty, no ponto
(L;L/2) em funcéo da carga aplicada.

Como se pode constatar os resultados
obtidos pelo EFGM sdo similares aos
obtidos com o MEF.

oo} /
~ |~ MEFon

13 + EFGM spTpl

—&— MEF9n

f o EFGM sl

—8— MEF%n

+— EFGM apTp2

Fig 17 - Diagramas carga/deslocamento do centro
do laminado para os diferentes laminados.
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Fig 18 - Diagramas da tensdo normal & ,, ao longo da espessura no centro dos laminados para (a) f
= 172.5 kKN/m?. (b) f = 812.5 kN/m? () f = 1240.0 kN/m?. (d) f = 1500.0 kN/m? e (e) f = 1740.0

5. CONCLUSOES

Neste trabalho combinou-se o EFGM
com um algoritmo elasto-plastico e o0s
resultados obtidos para problemas 2D e
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problemas de laminados, com anisotropia
material, foram comparados com 0s
obtidos com o MEF. Os resultados obtidos
pelo EFGM sdo muito similares aos
obtidos pelo MEF, tanto para o campo de
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(MPa) Laminado 0°

5 00E+04

0.00E+00 Ej—==—E=he
0.00

5 O0E+04

A O0E+05

A S0E+05

-2 D0E+05

-2 S0E+05

-3.00E+05

(MPa)

5.00E+04

+03  3.00F+

-5 00E+04

-1.00E+05

-1.50E+05

-2.00E+05

-2.50E+05

-3.00E+05

(MPa) Laminado 0/90/0/90/0

5 00E+04

+03  3.00E+03

-5 00E+04

-1 D0E+05

-1 50E+05

-2 00E+05

-250E+05

-3 00E+05

Fig 19 - Diagramas carga/tensdo para o laminado a
0°, laminado a 0/90/0 e laminado 0/90/0/90/0.

deslocamentos como para o0 campo de
tensdes, 0 que mostra que o algoritmo de
solucdo ndo-linear e o critério de cedéncia
anisotropico foram aplicados ao EFGM
COM SuCesso.

Conclui-se desta forma que 0 EFGM é
uma alternativa ao MEF na analise elasto-
plastica de problemas anisotropicos 2D e
laminados.
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