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RESUMO

A necessidade de desenvolvimento de técnicas de extrapolagdo, para uso eficiente de
medigdes de quantidades experimentais, ocorre frequentemente na engenharia. Relativamente
a experiéncias associadas a situagées de instabilidade de colunas, vigas-coluna e estruturas,
ndo recorrer a metodologias de extrapolagdo apropriadas poderd originar resultados
indefinidos de deslocamentos, ou mesmo a ruina da prépria barra ou estrutura. Situagoes
semelhantes ocorrem em problemas de vibragdes, em problemas acoplados de instabilidade e
vibragdes, e no estudo experimental da interac¢do liquido-estrutura. Neste trabalho deduzem-
se as equagbes da interac¢do fundamental das vdrias situagbes prdticas experimentais
referidas, a partir das correspondentes equagdes diferenciais do continuo.

1 INTRODUCAO Situagdes semelhantes ocorrem  em

A necessidade de desenvolvimento de problemas de vibragdes, e até em problemas
técnicas de extrapolagdo, para uso eficiente mixtos ou acoplados de instabilidades e
de medi¢des de quantidades experimentais, vibragdes.
ocorre frequentemente na engenharia. Neste = artigo aborda-se o

Na engenharia estrutural — e em relagéo a desenvolvimento  dessas  técnicas = de
experiéncias associadas a situagdes de extrapolagio, nos dois dominios enunciados
instabilidade de colunas, vigas-coluna e de instabilidade e vibragdes, baseadas
estruturas — ndo recorrer a metodologias de essencialmente nas equagdes diferenciais de
extrapolagdo apropriadas poderd originar 2* ordem que traduzem de forma simples e
resultados indefinidos de determinados geral o problema estrutural correspondente.

deslocamentos, ou mesmo a ruina da
propria barra ou estrutura. Nestes casos é

; . s 2 INSTABILIDADE ELASTICA DE
habitual conduzir as experiéncias ou testes

N s X COLUNAS
de carga para acgdes inferiores as T
correspondentes  acgdes  criticas, e Considere-se por exemplo a situagdo de
desenvolver meios apropriados de CqUilibI'iO de 2* ordem de barras prisméticas
extrapolagdo baseados em consideragoes axialmente comprimidas (colunas), que na
técnicas das teorias ou metodologias fase de pré-encurvadura € expresso por

associadas ao fendmeno em observagao.
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d:+Pv=O (1)

EI

em que EI ¢ arigidez a flexdo (uniforme
ou variavel com a abcissa longitudinal x da
barra), P € a carga axial de compressdo
(suposta constante) e v € o deslocamento
transversal da barra.

Desta equacdo é possivel expr1m1r 0
deslocamento v como

=-—”——-dxdx )

que de certo modo indica a possibilidade de
um procedimento iterativo para determinar
valores derivados (d) a partir de valores
arbitrados (a), através de

Vi) =P ﬂ MORFMpS 3)

E reconhecido que o deslocamento
transversal da solugdo de equilibrio
correspondera a Vi) = V) > com
determinado rigor de aproximagio.

Também — e de acordo com a teoria dos
valores e vectores proprios ou teoria dos
valores e fung¢Ges proprias (‘Eigen-Value
Eigen-Vector Problem’) — se uma n-ésima
fungdo prépria ou principal v, (n-ésimo
modo de instabilidade) for arbitrada como o
deslocamento V(a)» €0t80 a equagdo (3) serd
satisfeita para o correspondente valor
proprio da carga (de instabilidade)
através de

e [ @

Assim para qualquer valor do
deslocamento arbitrado, escalado a partir de

v, por v, =a,v,, 0 correspondente

deslocamento derivado sera expresso por

Vigy = PH n "d dx =

=aq, P(—” % dx dx] =a, P% v,

Generalizando o resultado anterior, se o
deslocamento arbitrado ou assumido for
uma combinagio linear de fungdes proprias
do  deslocamento (ou modos de
instabilidade) expressa por

v(a) = Zan V" (6)
1

entdo o deslocamento derivado (calculado
ou medido) sera expresso por

z P
v(d) & Z an = vn (7)
1 Pn

Sabe-se que o efeito da compressdo axial
P ¢ muito mais significativo para o
primeiro modo de instabilidade do que para
os modos superiores (Bazant e Cedolin,
1991; Barros, 1999-a; Reis e Camotim,
2001), pelo que com muito boa
aproximag¢do a equagdo (7) poderd ser
expressa por

P
Vo= a—V 8
) 1P11 ®

3. VIBRACOES ESTRUTURAIS

Considere-se a equagdo diferencial de
movimento livre ndo amortecido de uma
estrutura  continua com ° distribuigdo
uniforme de propriedades (por exemplo:
barra prismatica)

2 4
d—+EI = =0 )

dt* ox*
em que m é a massa ou inércia de
translacdo da estrutura por unidade de
comprimento, E/ é a rigidez flexional da
estrutura por unidade de comprimento e v é
o deslocamento temporal instantineo da
estrutura. Sabe-se que os modos de
vibragdo e as frequéncias proprias sdo
obtidos da equagdo (9) por separagdo de

“variaveis (Clough e Penzien, 1975), isto é

v=XT emque X =X(x) e T=T(2).
Assim, a equacdo (9) assume agora a forma

T ipX

T X

=0 (10)
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na qual b =EI/m ¢érelacionavel com a
frequéncia angular (ou circular) propria @
expressa em rad/s. De facto designando
X" o, I .
=w? e — =-w* da equagdo (10
X T quagdo (10)

resultam as seguintes equagdes diferenciais
de 2° ordem

T"+w*T =0
. (11)
X”"—%X= X7 -K‘X=0

cujas solugdes

T(t) = A sin(wt)+ B cos(wt)
X(x) =C, sin(K x)+C, cos(Kx)+ (12)
+C, sinh (K x)+C, cosh (K x)

sdo tais que

v(x,t) = X {4 sin(w?)+ B cos(wt)} (13) '

Note-se que as constantes de integragao
c,,C,,C;,C, sdo determinaveis com as
condigdes fronteira da estrutura, enquanto
que as constantes de integragao A,B sdo
determinadas com as condigBes iniciais do
problema estrutural em analise. Também,
da segunda das equagdes (11) resulta

4 2
x7=9% _gx=2 x (4
b

ox*
e portanto as equagdes (9) e (10) serdo
alternativamente expressas por
mXT"+EITX" =0
LA 2 SO SPP LI
T m T

(15)

Desta tiltima equagdo é possivel exprimir
o deslocamento v=XT como

v=—”a)2v ddt - (16)

que também indica a possibilidade de um
procedimento iterativo para determinar
valores derivados (d) a partir de valores
arbitrados (), através de '

Viy = 0" || (o) dt dt (17)

E reconhecido que o deslocamento da
solugdo correspondera a V) = V(g), Com

determinado rigor de aproximagao.

Também se uma n-ésima fungdo propria
ou principal v, (n-ésimo modo de
vibragdo)  for  arbitrada como 0
deslocamento v(,, entdo a equagdo (17)
serd satisfeita para o correspondente valor
proprio da n-ésima frequéncia angular
natural @, , através de

v, =-w} |[v, dt dr (18)

Assim para qualquer valor do
deslocamento arbitrado, escalado a partir de
V, POI. Vi =a,V,, O correspondente

deslocamento derivado serd expresso por

Vigy = ~0* H a,v, dtdt=

=a, a)Z(— ” v, dt dt)= a, %)); v, o

Generalizando o resultado anterior, se 0
deslocamento arbitrado for uma
combinagdo linear de fung¢des proprias do
deslocamento (ou modos de vibragdo),
expressa por

Vi = Z a,v, (20)
1

entdo o deslocamento instantineo derivado
(calculado ou medido) sera expresso por

n wz
v(d) :z anZ)T V" (21)
1 n
Sabe-se que o efeito da frequéncia

angular @ ¢ mais significativo para os
modos inferiores do que para os modos

‘superiores (Clough e Penzien, 1975; Barros,

2001-a), assumindo o maior valor
participativo de o’ /w? para o primeiro
modo. Todavia, consoante o tipo de
estrutura e o tipo de resposta estrutural
pretendida, o nimero de contribuigdes
modais significativas que devera ser
utilizado pode ser distinto.

Por exemplo, se para determinar
deslocamentos com  precisdo  forem
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necessarias as contribui¢bes dos trés
primeiros modos, ter-se-a

2 2 2
[4)] a

Vay=a oV ta,—v,+a;—v, (22)
a)l 2 w3

4. INSTABILIDADE INDUZIDA PELA
INTERACCAO ENTRE SISTEMAS
GENERALIZADOS DE CARGA

Considerem-se dois sistemas de cargas
actuantes independentemente sobre uma
estrutura, por exemplo compressdes axiais
P e pesos proprios g, cada um deles capaz
de causar instabilidade estrutural se as
correspondentes acgbes actuarem com o0S
seus valores criticos (isto é: com os
primeiros valores, ou fundamentais, das
cargas de instabilidade respectivas).

Por hipotese assume-se que os modos de
instabilidade s@o os mesmos para os dois
carregamentos  distintos. Assim, para
qualquer  deslocamento  generalizado
arbitrado como uma combinagdo linear de
fungbes proprias do deslocamento (ou
modos de instabilidade) através da equagio
(6), resultardo deslocamentos derivados
(calculados ou medidos) expressos por

(< P
V(d) = Z an o Vn
Tl

X (23)

No limiar de estabilidade ou
alternativamente para a situagdo de
instabilidade eminente, o deslocamento
derivado do arbitrado ap6s convergéncia é
calculado pelo principio da sobreposi¢do
dos efeitos e é expresso por

Por identificaggo, desta equagdo resulta a
expressdo de interaccdo entre os dois

4

sistemas independentes de cargas actuantes
na estrutura, dada por

v Fia_, (25)
i P, g,

Como em estabilidade estrutural
habitualmente s6 interessa a carga critica
(ou primeira carga de instabilidade), da
equagdo (25) resulta a seguinte equagdo
linear de interac¢do fundamental

£,4_, (26)
A g

Esta equagdo controla a instabilidade da
estrutura correspondente, quando sujeita
simultdneamente aos dois carregamentos.
Note-se que se a hipotese de igualdade dos
modos de instabilidade para os dois
carregamentos distintos estiver correcta, a
equagdo (26) serd exacta. Se a referida
hipétese for uma aproximagdo, a equagio
(26) sera apenas aproximadamente
verificada.

Um exemplo desta situagdo é o caso
tipico da instabilidade por encurvadura de
um mastro alto, sob a ac¢do simultinea de
uma carga pontual na extremidade e de
peso proprio por unidade de comprimento
do mastro. A aproximagdo inerente 2
equacdo (26) permite compreender o efeito
do peso proprio na redugdo da carga de
instabilidade de mastros carregados de
ponta.

No caso de mastros uniformes a
aproximagdo ¢ excelente, conforme
comparagdo entre resultados exactos e
experimentais (Timoshenko e Gere, 1961).
No caso de mastros ndo uniformes a
aproximagdo € também muito boa,
conforme foi validado numéricamente por
Barros (1999-b, 2002-b) para um mastro
com adelgacamento linear de areas, cujo
dimensionamento detalhado pelo EC-3 foi
igualmente verificado.

Este estudo numérico também permitiu
verificar a validade da abordagem associada

ao desenvolvimento do grafico ou diagrama
de Southwell.




5. INSTABILIDADE DE VIGAS-
COLUNA: Diagrama de Southwell

Este diagrama constitui uma
metodologia ja estabelecida (Southwell,
1932) e que se revela muito eficiente na
extrapolagdo de resultados experimentais de
estabilidade de colunas e vigas-coluna. 3
baseado em consideragbes semelhantes as
utilizadas para obter a equagdo (8), isto €
apenas com o primeiro termo considerado
significativo, mas agora desenvolvido no
contexto especifico de vigas-coluna (Bazant
e Cedolin, 1991; Barros, 1999-a; Reis €
Camotim, 2001).

Considere-se entdo que uma peca
prismatica elastica axialmente comprimida
por uma forca P possui defeitos iniciais
(notagdio i) — (por ex®: excentricidades de
carga ou deformada inicial) — os quais s@o
expressos em termos dos modos de
instabilidade por

@)=Y iv,®=Xiv, @7

Os factores i, s3o as amplitudes (supostas
conhecidas)  das
configuragdo defeito inicial, isto é segundo
cada modo de instabilidade.

A deformacdo lateral da viga-coluna
correspondente ao equilibrio (notagéo e),
v, (x), é determinavel por resolugdo da
equacdo diferencial das vigas-coluna para
determinadas condigdes fronteira.
Alternativamente ~ é também expressa
através de factores e, em termos dos

modos de instabilidade por
v,(x)= Z e,v,(x) =Z e,v, (28)
A aplicagdo de extensdes das equagdes

(3) a (7) a situagdo de equilibrio, apos
convergéncia, corresponde a equagao

v, =V, =—P ”‘2—'}) dx dx

=-P H Vi ;Ive dx dx

29)

e portanto também a

componentes  da

> e,v, => (i, +en)—§vn (30)

n n

A identificagio dos termos nesta ultima
equagio permite obter os factores derivados

(ou determinaveis) e, em fungdo dos

factores i, (conhecidos), através de

s
N 1
e, =—2 =i, 3D
-2 A
P P
O termo ¢ designado de factor de
—-2-1
P

amplificagio do modo » e quantifica o
efeito da carga axial P no termo modal
correspondente.

Conforme ja referido o efeito da
compressio axial P ¢é muito mais
significativo para o primeiro modo  de
instabilidade do que para os restantes
modos superiores; assim com muito boa
aproximagdo das equagdes (28), (31) e (27)
resulta apenas

V., =€V __:il L = 1 v, (32)
A _, A_4
P P
e portanto
By av sy, = Ye vl (33
P P P R

Esta ultima versdo representa a equagdo de
LN v
uma recta da variagdo linear entre ?f e v,

sendo o inverso do seu coeficiente angular
igual & carga critica da viga-coluna a qual
ndo necessita de ser efectivamente aplicada.
Esta recta de aproximagdo designa-se
Diagrama de Southwell, e portanto € obtido
da regressio linear de resultados

. A v
experimentais entre v, € —- para cada

P
valor da carga aplicada P.

Note-se portanto a sua grande utilidade
para obter a carga critica de instabilidade de

5
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distorgdo

vigas-coluna e estruturas por extrapolagio
de resultados experimentais e através de um
ensaio ndo destrutivo.

A Figura 1 apresenta uma fotografia de
uma montagem experimental associada a
instabilidade de colunas. -
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Fig. 1 - Ensaio de instabilidade

A Figura 2 representa a curva de
entre carga aplicada P e

deslocamento medido v,, traduzindo a

informacéo

6

experimental registada no

ensaio de instabilidade.

dados experimentais da curva de distorgéo.
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Fig. 3 - Diagrama de Southwell

Do inverso do coeficiente angular da

regressdo linear da Figura 3 resulta a carga

critica da coluna P, =2923 N, a qual nfo
necessita de ser efectivamente aplicada.

Na aplicagdo desta metodologia 2
determinagdo da carga critica de
instabilidade  global de  estruturas,
considere-se o modelo da Figura 4 de uma
estrutura reticulada plana cuja carga de
instabilidade se pretende determinar.

A Figura 3
representa o Diagrama de Southwell dos

e
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Fig. 4 - Instabilidade global de estrutura

A aplicagdo de uma carga P localizada
no nd A induz compressdes nas barras
selecionadas DE e EF, nas quais se
localizam dispositivos de medida de
variaveis caracteristicas do campo de
deformacgdes da  estrutura  global,
nomeadamente extensdes & em DE
(medidas com extensometros elétricos de
resisténcia) e deslocamentos transversais w
em EF (medidos com micrometro ou
LVDT). Ao conjunto de valores das
variaveis registadas w e & (ou
alternativamente o momento  flector
correspondente M ), em fungdo da carga
P, correspondem duas curvas de distorgéo
equivalentes.

Aplicando a ambas a metodologia do
Diagrama de Southwell, calculam-se os
valores de w/P vs w ede M /P vs M de
cuja regressdo linear se calcula o
carregamento critico global P, (sera o

inverso do coeficiente angular de ambas as
regressdes lineares). O P, seria neste caso

o valor da carga a aplicar em 4 que
induziria instabilidade global (no seu
conjunto) do pértico reticulado plano.

Da utilizagdo desta técnica de
extrapolagdo de resultados experimentais
associados 2 instabilidade de colunas, de
vigas-coluna e de estruturas, sabe-se que:

(a) A precisdo do resultado depende

da validade da hipotese de ser
predominante o 1° modo de
instabilidade;

(b) Para pequenos valores de P, os
termos de ordem superior na
expansio em série podem ser
também significativos, causando
desvios dos valores calculados de

e

\ . .
F relativamente a recta de

regressao linear;
(c) Na pratica procura-se evitar este

problema determinando a
regressio apenas com valores de
P>0.5R;

(d BEste método recorrendo a
representagdo do Diagrama de
Southwell também permite obter
indicagdes sobre o limite de
validade da teoria linear dos
. pequenos  deslocamentos, bem
como de desempenhos ndo
lineares.

Como exemplo final da utilizagdo deste
Diagrama de Southwell, considerem-se os
dados da Viga-Coluna Tubular n° 3
ensaiada por Barros (1983) e aqui
condensados na Tabela L.

Tabela I - Dados da viga-coluna n® 3

P(N) w (mm) w/P (mm/kN)
“ 1182 | 0065 | 0,055
2362 | 0451 | 0,191
T 2864 | 0612 | 0214
3337 | 0,774 | 0232
3913 | 1,082 0,264
4416 | 1,29 | 0292
4844 | 1,451 | 0,3
5198 | 1,677 | 0,323
5524 | 1,93 | 085
5729 | 2,18 | 038
5936 245 | 0,413
T 6172 | 2,709 | 0439
6379 | 3096 | 0485

Foi escolhida esta viga-coluna entre as

quatro entio ensaiadas por ser a

correspondente a de maior nimero de dados
experimentais obtidos, nas fases de
desempenho elastico ndo linear e de
desempenho elasto-plastico.

A representagdo comparativa (Figura 5)
da variabilidade dos dados w e w/P,
permite apresentar as situagdes atras
enunciadas nas alineas (a)-(d).
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Viga-Coluna n® 3 (Barros, 1983)
& Ponto eliminado @ Fase elastica nao-linear

A Faseelasto-plastica Regressao linear
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Fig. 5 - Diagrama de Southwell da viga-coluna n° 3

Assim o primeiro ponto de dados foi
eliminado de qualquer regressdo por
corresponder a imprecisdes sobre a
deformada inicial, numa fase do ensaio em
que as deformagdes iniciais ndo sdo neste
caso apenas representaveis pela
contribuigdo fundamental do 1° modo de
instabilidade. Os 5 pontos seguintes sdo
dados que satisfazem a regressio linear
representada, e  correspondem  ao
desempenho elastico ndo linear da viga-
coluna n° 3. Os 7 pontos finais de dados nfo
satisfazem a  regressdo  linear, e
correspondem a desempenho elasto-plastico
(ndo linear, material e geométrico) da viga-
coluna.

A carga (exacta) de colapso elasto-
plastico ou carga ultima P, ¢
computacionalmente determindvel através
de uma analise elasto-plastica de 2* ordem
com espalhamento de plasticidade, através
de plastificagdes progressivas e eventuais
descargas elasticas associadas a
determinado critério de cedéncia.

O valor ‘exacto’ assim determinado por
Barros (1983) — por uma metodologia
apropriada em conjung¢do com o critério de
cedéncia de Tresca — para esta viga-coluna
n° 3 foi (P =6266 N, com erro

u ) exacto

relativo de 3% relativamente ao valor
obtido experimentalmente de
(P,),,, =6470N .

u

Alternativamente pode-se obter uma
estimativa deste valor pela Formula de
Merchant-Rankine (Horne e Merchant,
1965). Assim, do inverso do coeficiente
angular da regressdo linear dos dados

8

elasticos, resulta a carga critica ou carga
limite de uma anélise eléstica nfo-linear de
1 e
10° =8354 N .
0.1197

A formacdo de uma rétula plastica na
sec¢do a meio vdo — por quasi-simetria —
satisfaz a curva ou diagrama de interac¢do
(M,N) da secgdo transversal (Reis e
Camotim, 2001) tubular:

MY (NY
2 +(—J =1 (34)
M° N

pl

valor P =

Nesta equagio M) =P(+w) sendo a

uma medida do  defeito inicial
(excentricidade inicial ou deformagéo
inicial) a meio vdo. Para a referida viga-
coluna n° 3 ensaiada (Barros, 1983) as

propriedades sdo o, =4.44x10° N/m’,
2R=0.5 =127cm,t =0.09" =2.286 mm.

N,=N,=0,4=
=0, [% (12.72 —8.1282)10'6}

=33206.8 N

M, =0,Z,=444x10°x107° x

3 3
o) 1—(1—M] =111.84 Nim
5 12.7

A equagdo de interacgdo é agora expressa
por

P(a/+w)+( P )2

111.84 33206.8

donde resulta que

111.84 P? +33206.8>(a + w) P -
—111.84x33206.8% = 0

Assim a Curva de Descarregamento
Plastico da viga-coluna — traduzindo o
equilibrio na configuragio deformada
correspondente & formagdo do mecanismo
de colapso plastico com rétula plastica a




meio vio — € obtida resolvendo a equagédo
anterior, € € expressa neste caso por

P(w) = —4.9298x10° x (@ + w) +
+4/24.303x10" x (@ + w)? +33206.8

Para w=0, da expressdo anterior resulta a
carga plastica limite P, ou carga limite de

uma analise plastica de 1? ordem.

Estas duas cargas limites associadas as
analises referidas permitem determinar uma
estimativa da carga ultima ou de colapso,
através da Formula de Merchant- Rankine

———
cr r u

Neste caso da viga-coluna n° 3 existem
medidas, com a precisdo possivel, da
amplitude da excentricidade inicial a meio
vdo: e, ~2mm . Também, da extrapolagdo
do diagrama de Southwell da Figura 5 ou
pela sua regressdo linear, uma estimativa da
amplitude do 1° modo da deformada inicial
i, da viga-coluna é

i, =0.139% P, =0.139x8.354 =1.16 mm

A Tabela II condensa estas incertezas ou
possibilidades, e as suas consequéncias
sobre as estimativas da carga plastica limite
e também da carga ultima ou de colapso
avaliada pela Formula de Merchant-
Rankine (FMR).

Tabela II - Estimativas da carga Gltima P,

a P, P (Pu )ap’ﬂx Aexacra Acxp

FMR
(mm) | (N) N) | () | (%)
0 [33207] 6674 | 6.5 |32
1.16 [ 27977 6433 | 2.7 |-0.6
2 |24780| 6248 | -03 |-34
3.16 [ 21101 | 5985 | -45 |-1.5

Os erros relativos obtidos, face aos
valores  ‘exactos’ computacional e
experimental obtidos por Barros (1983),
evidenciam o bom desempenho da FMR
com os dados utilizados e disponiveis desta
viga-coluna.

A Figura 6 condensa a determinagéo da
carga ultima pela FMR, no contexto do
defeito inicial ‘excentricidade inicial’.

Determinacao da carga Gitima pela FMR

Descarregamento plastico
Fase elastica do carregamento

25000 -
20000 -
156000 -
10000 -

5000(’\

0

Cargaaxial P (N)

0 10 20 30 40
Deslocamento lateral w (mm)

Fig. 6 - Determinagdo da carga Gltima pela FMR,
com (a = 2mm)

Estes exemplos apresentados reforgam o
interesse e a aplicagdo destas metodologias
de extrapolagdo a problemas estruturais de
instabilidade. Nos paragrafos seguintes
justifica-se  igual  possibilidade  para
problemas estruturais de interac¢do no
dominio das vibragdes.

6. INTERACCAO VIBRACAO vs
INSTABILIDADE

Considere-se agora uma estrutura
elastica sujeita independentemente a
compressdes axiais P e a vibragdes de
frequéncia angular w. Cada uma destes
efeitos é suposto ser capaz de causar
instabilidade estrutural ou ressonancia, se
as correspondentes acgdes actuarem com 0s
seus valores criticos ou de ressondncia da
estrutura.

Se por hipétese for assumido que os
modos de instabilidade sdo iguais aos
modos de vibragdo, para qualquer
deslocamento generalizado arbitrado pela
equacdo (6) como uma combinagdo linear
de modos de instabilidade (ou, modos de
vibragio), resultardo deslocamentos
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derivados  (calculados ou  medidos)
expressos por
n
(P) P
v =>» a —v
() Z n n
=i
(36)
n 2
@ _ w
Vay =28, 5V,
1 a)ll

Para a actuagdo simultdnea de ambos os
efeitos, o deslocamento derivado do
arbitrado ap6s convergéncia é calculado
pelo principio da sobreposic¢do dos efeitos e
€ expresso por

n
V<d>=V<a>=Zan Va =
1
Soloifat, &
= a —v + a Vv
ln},n n 1 na)”z n

Por identificagdo, desta equacdio resulta a
expressdo de interac¢do entre vibragdo e
instabilidade dada por

P w
Y —+ =1 38
n ‘Pn a)nz ( )

Considerando novamente apenas a
primeira contribui¢ido modal, resulta a
seguinte equagdo linear de interacgio
fundamental entre instabilidade e vibragdo

—+2_=1 (39)

Esta equag@o — representada na Figura 7 —
constitui também uma metodologia de
extrapolagdo de observagbes e resultados
experimentais, ao permitir determinar
experimentalmente a carga critica P,
através de vibragdes da estrutura sujeita a
diferentes valores da compressdo axial P.

1

0,5

(fF1)x (f/F1)

0 T T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8

P/P1

Ny

Fig. 7- Interacgdo fundamental entre instabilidade
e vibragdo
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Também neste caso se a hipdtese de
igualdade dos modos (fungdes proprias)
estiver correcta (por exemplo, barras de
secgdo constante), a equacdo (39) serd
exacta (Lurie, 1952). Se a referida hipétese
for uma aproximagdo, a equagio (39) sera
apenas aproximadamente verificada (por
exemplo, vibra¢gdo de mastros de inércia
varidvel).

7. INTERACCAO
ESTRUTURA

Na metodologia de extrapolagdo de
resultados experimentais também pode ser
integrada a interacgdo entre massas
hidrodindmicas e estrutura — caso de
tanques de armazenamento de liquidos sob
acgOes sismicas (Barros, 2002-a, 2003) e
também de colunas ou torres imersas num
escoamento — que sera objecto de
investigagdo posterior (Barros, 2001-b) no
caso de existéncia de financiamentos.

LiQUIDO Vs

Por consideragdes analogas as utilizadas
na obtengdo das equagdes (25) e (26), se
determinada estrutura (coluna ou torre
imersa num escoamento) tiver uma
determinada frequéncia propria
fundamental f; quando caracterizada por
determinada distribui¢do de massa m, (por
exemplo: ndo-imersa), e se tiver outra
frequéncia propria fundamental f, quando
caracterizada por determinada distribuicio
de massa m, (por exemplo: imersa), entdo
a frequéncia propria da estrutura sujeita a
situagdo acoplada (ou de sobreposi¢do) das
duas distribuigdes de massa satisfaz a
seguinte equagdo de interacgdo fundamental

(Figura 8):
AN R
)F) -

0,5

({82 (5/£2)

0 T T T T T v
0 0,2 0,4 0,6 08 1

(51 (f11)

Fig. 8 - Interaccdo fundamental para vibragio de
estrutura imersa num fluido

=




Os desenvolvimentos experimentais € 0s
ensaios que se pretende realizar, poderdo
contribuir efectivamente para a clarificagdo
e fortalecimento destas mesmas
consideragdes.

8. CONCLUSOES

Apresentaram-se um conjunto  de
expressdes  (baseadas nas  equagdes
diferenciais da barra estrutural continua) e
um conjunto de consideracdes (baseadas no
desempenho estrutural) que permitiram
desenvolver metodologias de extrapolacdo
de resultados e observagdes experimentais,
associados a problemas de instabilidade e
vibragGes estruturais. Exemplificaram-se e
validaram-se  aplicagGes especificas 2
instabilidade de vigas-coluna. Conforme
mencionado os campos de aplicagdo pratica
destas metodologias sdo bastante vastos e
incluem situagdes reais de acoplamento ou
interac¢do entre instabilidade e vibragGes,
bem como de interaccdo liquido-estrutura.
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